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[bookmark: _Toc75182499][bookmark: _Toc75184695]Einleitung
Die Motivation für die Codierungstheorie stammt aus der Nachrichtenübermittlung. Ein typisches Beispiel für Codierung ist das „Morse-Alphabet“. Samuel Morse erfand 1837 den elektromagnetischen Telegrafen (Abb. 1) und das nach ihm benannte Alphabet. Damit kann man Nachrichten in Form von elektrischen Impulsen oder Funksignalen übermitteln. In Form von Lichtsignalen wird es auch in der Marine zur Kommunikation verwendet (Abb. 2).
	
[bookmark: _Ref73789156]Abb. 1
	
[bookmark: _Ref73789174]Abb. 2
 (Quelle)



	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	K
	L
	M

	· −
	− · · ·
	− · − ·
	− · ·
	·
	· · − ·
	− − ·
	· · · ·
	· ·
	· − − −
	− · −
	· − · ·
	− −

	N
	O
	P
	Q
	R
	S
	T
	U
	V
	W
	X
	Y
	Z

	− ·
	− − −
	· − − ·
	− − · −
	· − ·
	· · ·
	−
	· · −
	· · · −
	· − −
	− · · −
	− · − −
	− − · ·


Tabelle 1: Morse-“Alphabet“
Eine Nachricht besteht aus einer Folge von Symbolen aus einem sogenannten Alphabet. Das Alphabet der Morsecodierung ist ein binäres. Es besteht nur aus zwei Symbolen, Punkt (·) und Strich (-), bzw. kurz und lang. Die Aneinanderreihung von Symbolen ergeben dann Wörter.
In der Codierungstheorie als mathematische Theorie geht es darum, die Übertragung von Nachrichten trotz störungsanfälliger Kanäle möglichst fehlerfrei zu gestalten. 
[image: ]
Abb. 3: Schematische Darstellung der Nachrichtenübertragung
Wir unterscheiden folgende Codierungsprozesse:
Source coding (Datenkompression)
Channel coding (Fehlererkennung)
Cryptographic coding (Verschlüsselung)
Der letztgenannte Punkt, die Datenverschlüsselung, ist eigentlich nicht Teil der Codierungstheorie, vielmehr als Kryptographie ein eigenständiges mathematische Theoriengebiet.


[bookmark: _Toc75182500][bookmark: _Toc75184696]Grundsätzliche Definitionen und Notationen
[bookmark: _Toc75182501][bookmark: _Toc75184697]Alphabet und Wörter
Definition: Das Alphabet ist eine endliche, nicht leere Menge an Symbolen. Das Alphabet, das unsere Sprache codiert, wäre das lateinische

Zur Datenübertragung wird meist ein binäres Alphabet verwendet.

Definition: Ein Wort ist eine endliche Folge an Symbolen aus dem Alphabet.

Es gibt auch das leere Wort. Es beinhaltet keine Symbole: 
Definition: Die Anzahl der Symbole eines Wortes bezeichnet man als die Länge des Wortes.


Definition:  (n-mal) ist die Menge aller Wörter der Länge  über Alphabet . 
Ist  variabel (~), so erhält man die Menge aller Wörter  über Alphabet .
[bookmark: _Toc75182502][bookmark: _Toc75184698]Codes
Definition: Die Codierung überführt ein Alphabet  in Information über ein anderes Alphabet . Mathematisch ist die Codierung ein injektive Abbildung

Es ist also auch möglich, dass ein Element  des Alphabets  einem mehrstelligen Wort  zugeordnet wird. 
Beispiel: Der ASCII-Code für den Buchstaben  ist das binäre Wort  zu.
Eine injektive Abbildung ordnet allen  unterschiedliche Codewörter  zu. Dadurch kann jede Codierung wieder decodiert werden.

Abb. 4: Injektive Abbildung links.


Definition: Als der ‚Code‘ wird die Menge der Codewörter  bezeichnet.  ist die Übersetzung des Alphabets  in Information über Alphabet  und ist eine Teilmenge von .
Definition: Die Verknüpfung „  " verknüpft Wörter durch Aneinanderreihung. Insbesondere bedeutet  die Aneinanderreihung der Wörtern .
Definition: Für die Dekodierung muss die Umkehrabbildung existieren.
[bookmark: _Toc75182503][bookmark: _Toc75184699]Klassifizierungen
Fehlererkennende Codes
Das Grundprinzip der Kanalcodierung ist es, für Redundanz zu sorgen, sodass Fehler häufig erkannt werden.
Fehlerkorrigierende Codes
ARQ (Automatic Repeat Request)
Auftretende Fehler werden gleich erkannt, können aber nicht korrigiert werden. Anstatt dessen wird eine Sendewiederholung veranlasst.
Vorteil: Geringe Redundanz.
Nachteil: Erhebliche Verzögerung durch Sendewiederholungen.
Fehlerkorrigierende Codes
FEC (Forward Error Correction)
Auftretende Fehler werden erkannt und gleich korrigiert. (Fehlerkorrigierende Codes)
Vorteil: Keine Verzögerung der Übertragung. 
Nachteil: Auf Grund größerer Redundanz jedoch längere Codewörter.
Des Weiteren unterscheiden wir Codierungen nach ihrer Wortlänge:
Codierung mit fester Codewortlänge
Zum Beispiel der ASCII-Code (Codewortlänge 8 Bit)
Codierung mit variabler Codewortlänge
Zum Beispiel der Morse-Code
Komprimierende Codes
Zum Beispiel MP3


[bookmark: _Toc75182504][bookmark: _Toc75184700]Wiederholungscodes
Jedes Symbol einer Nachricht wird n-fach wiederholt gesendet.
Die Nachricht 01101 wird z.B. als 000 111 111 000 111 gesendet. Entsteht dabei ein Fehler, so wird dieser erkannt und kann unter Umständen auch korrigiert werden.
Z.B. 01101  000 111 101 100 111 zeigt Fehler an der dritten und vierten Stelle. Da ein Fehler wahrscheinlicher ist als zwei, kann 101 als 111 und 100 als 000 korrigiert werden.
01101  000 111 101 100 111  01101
Nachteil des Wiederholungscodes ist natürlich seine Länge.
[bookmark: _Toc75182505][bookmark: _Toc75184701]Prüfziffern-Codes
Die Idee einer Prüfziffer ist  die Möglichkeit der Fehlererkennung. Es gibt Prüfziffern-Codes, die gewisse Fehler erkennen und auch solche, die die Fehler gleich korrigieren können. Prüfziffern werden an die zu sendende Information angehängt. Je länger der angehängte Prüfziffernblock, desto exakter die Fehlererkennung bzw. Fehlerkorrektur. Dies hat aber dann auch einen negativen Einfluss auf die Übertragungsgeschwindigkeit.
[bookmark: _Toc75182506][bookmark: _Toc75184702]Der Prüfziffern-Code EAN-13 (GTIN-13)
 Die Europäische Artikelnummer EAN findet man auf jeder Verpackung im Supermarkt.  Es handelt sich um einen 13-stelligen Code mit 12 Stellen Information und einer Stelle für die Prüfziffer. Die EAN  kann über einen Strichcode (Barcode) vom Scanner an der Kasse automatisch eingelesen werden.
In diesem Kapitel geht es um die EAN als Zahlencode. Für die geometrische Codierung als Striche im Barcode siehe Anhang.

[bookmark: _Ref73962977]Abb. 5: EAN
Die EAN 900-1432-01445-1 (Abb. 5) ist einem Produkt eindeutig zugewiesen. Die letzte Ziffer stellt die Prüfziffer dar. Mit ihrer Hilfe werden Fehler beim Einlesen wie Einzelfehler und meist auch Zahlendreher erkannt.
Die Methode
EAN verwendet das Alphabet  und Codewörter der Länge 13.
Die Prüfziffer  berechnet sich in der gewichtete Prüfsumme der Kennzahlen modulo 10 durch die Bedingung:

In unserem Beispiel errechnet sich die Prüfziffer mit

Fehlererkennung
	Einzelfehler 
	


Ersetzen wir an der Stelle  den richtigen Wert  durch den Fehlerwert .

Die richtige Summe  ist ein Vielfaches von 10. Sollte der Fehler unerkannt bleiben, müsste die Abweichung  zufällig auch ein Vielfaches von 10 betragen. 
Für den Fall  ist das unmöglich. 
 ist eine ganze Zahl  mit , also einstellig. Kein Vielfaches von 3 mit einer einstelligen Zahl  ist gleichzeitig ein Vielfaches von 10.
Für den Fall  ist dies auch unmöglich,
da  dann eine einstellige ganze Zahl  ist.
Dieser Fall tritt auch ein, wenn die Prüfziffer selbst falsch eingetippt oder eingelesen wird.
Ein Einzelfehler erzeugt eine ungültige Prüfsumme!
Mehrere Fehler gleichzeitig können allerdings unerkannt bleiben!  
	Zifferndreher  (benachbart)
	


Wir ersetzen wieder die richtigen Werte durch die falsch eingelesenen.

Die richtige Summe ist ein Vielfaches von 10 und dadurch  . 
Für die Abweichung  gilt  und . Damit kann  selbst kein Vielfaches von 10 sein. 
Ein Zifferndreher erzeugt eine ungültige Prüfsumme! 
[bookmark: _Toc75182507][bookmark: _Toc75184703]Parity-Check-Code
Nachrichten über dem binären Alphabet  können zur einfachen Fehlererkennung in feste Blöcke zerlegt und jedem Block ein Paritätsbit angehängt werden. Dieses gibt an, ob die Anzahl der 1 gerade oder ungerade ist.
	Beispiele:
	010111
	110110
	000010
	111111


Der Code ist ziemlich einfach und entdeckt Einzelfehler, aber auch jede ungerade Anzahl von Fehlern, eine gerade Fehleranzahl jedoch nicht. 
Der Parity-Check-Code ist nicht fehlerkorrigierend, da der Ort des Fehlers nicht erkannt wird.
Ein bekannter Parity-Check-Code ist der ASCII-Code. Die 128 Zeichen werden mit 8 Bits codiert, wobei das achte Bit früher ein Parity-Check-Bit war. Für später hinzugefügte Zeichen, wie z.B. das &‑Zeichen gilt das nicht mehr.
	Beispiele:
	A … 01 00 00 01
	B … 01 00 00 10
	P … 01 01 00 00
	& … 00 10 01 10




[bookmark: _Toc75182508][bookmark: _Toc75184704]Codierung mit fester Wortlänge (Blockcodes)
Bei vielen Codes ist die Länge der Codewörter konstant. Solche Codes nennt man Blockcodes. Mit einem binären Blockcode der Länge  kann man  Codewörter bilden. Nicht alle sind auch in Bezug auf die Codierung möglich. So ist beim Parity-Check-Code das Wort 01100 möglich, hingegen das Wort 01101 nicht. Dadurch wird ein Fehler erkannt. 
Eine Fehlererkennung bei der Übermittlung einer Nachricht ist also nur dann möglich, wenn das fehlerhaft gesendete Wort nicht auch gleichzeitig ein fehlerfreies darstellt. Bei einem Einzelfehler unterscheidet sich das gesendete vom empfangenen Wort nur an einer einzigen Stelle. Beide sind dadurch einander sehr ähnlich. Man könnte sagen, sie sind benachbarte Wörter.
Insofern kann man also einen Abstand zwischen Wörtern definieren.
[bookmark: _Toc75182509][bookmark: _Toc75184705]Wortabstand
Als wichtigste Abstandsfunktion in der Codierungstheorie gilt der „Hamming-Abstand“.
	
Abb. 6: Richard Hamming
	
[bookmark: _Ref74544243]Abb. 7: Hamming-Abstand entlang der Kanten geometrisch dargestellt


Definition: Sei  die Codierung über dem endlichen Alphabet 
mit fester Wortlänge    und  mit  und .
Der Hamming-Abstand  der beiden Worte  und  ist definiert durch

Er gibt also die Anzahl der Stellen an, an denen sich die Symbole unterscheiden.
So ist im Beispiel von Abb. 7 der Hamming-Abstand . Dies entspricht auch geometrisch der Anzahl an Kanten, um vom einen Codewort zum anderen zu kommen. 
Wenn es sich um einen Code mit 2-Bit Information und einem Paritätsbit handelt, so sind die rot markierten Wörter die eigentlichen Codewörter. Sie haben untereinander den Hamming-Abstand . Dies ist auch gleichzeitig der „Minimalabstand“ der Codierung !


Definition: Sei  ein Code, so heißt 

der Minimalabstand von .
Satz: Der Hamming-Abstand erfüllt die Eigenschaften einer Metrik.
für alle .
Beweis: …
Die Decodierung eines Blockcodes mittels Maximum-Likelihood-Methode bedeutet, ein fehlerhaftes Wort durch das nächstgelegene Codewort, also das mit dem geringsten Abstand, zu ersetzen. Es stellt sich die Frage, inwieweit der Hamming-Abstand mit der Fehlererkennung bzw. Fehlerkorrektur zusammenhängt.
[bookmark: _Toc75182510][bookmark: _Toc75184706]Fehlererkennender Code
Werden bei der Decodierung z.B. bis zu 3 Fehler sicher erkannt, dann bezeichnet man die Codierung als „3‑fehlererkennend“.
Definition: Ein Blockcode mit Codierung  heißt also „t-fehlererkennend“, wenn die Decodierung bis zu t Fehler erkennt.
Sei  und  das richtig codierte Wort. Ein Fehler wird ja erkannt, wenn ein empfangenes Wort  bei der Decodierung kein Codewort  ergibt. 
Nehmen wir als Beispiel jenes von Abb. 7. Hier haben alle Codewörter  einen Abstand von mindestens

Ein Fehler führt zu einem Wort  mit Abstand 1 zum eigentlichen Codewort . 
Beträgt die Anzahl der Fehler t, so führt das zu einem Abstand t zum eigentlichen Codewort . 
Befindet sich im Abstand t ein reguläres Codewort , so wird der Fehler nicht erkannt.
Ein t-fehlerkennender Blockcode benötigt einen Minimalabstand der Codewörter von


Ein Blockcode mit Minimalabstand  ist somit -fehlererkennend.


Beispiele: 
	
[bookmark: _Ref74600367]Abb. 8: Parity-Check-Code
	
[bookmark: _Ref74600726]Abb. 9: Wiederholungscode


Abb. 8 zeigt einen Parity-Check-Code. Die Codewörter in Orange haben voneinander den Hamming-Abstand . Dieser Code ist also nur 1-fehlererkennend.
Abb. 9 zeigt einen Wiederholungscode. Die Codewörter in Orange haben voneinander den Hamming-Abstand . Dieser Code ist also 2-fehlererkennend.
[bookmark: _Toc75182511][bookmark: _Toc75184707]Fehlerkorrigierende Codes
Können bei der Decodierung z.B. bis zu 2 Fehler sicher erkannt und auch korrigiert werden, dann bezeichnet man die Codierung als „2‑fehlerkorrigierend“.
Ein Blockcode mit Codierung  heißt also „t-fehlerkorrigierend“, wenn die Decodierung bis zu t Fehler korrigieren kann.
Entstehen Fehler
so ersetzt der Korrekturalgorithmus das fehlerhafte Wort  durch das nächstgelegene Codewort . Der Minimalabstand der Codewörter ist ja . Damit nicht auf das falsche Codewort korrigiert wird, muss der entstandene Abstand von  zu  
betragen. Daraus folgt:
Ein t-fehlerkorrigierender Blockcode benötigt einen Minimalabstand der Codewörter von


Ein Blockcode mit Minimalabstand  ist somit -fehlerkorrigierend.
 … Gaußklammer (Abrundung auf die nächstkleinere ganze Zahl)
Abb. 10 stellt das anschaulich 2dimensional dar. Die Punkte in Orange stellen wieder die Codewörter dar, in Blau die fehlerhaft codierten.

[bookmark: _Ref74651373]Abb. 10
Beispiele
Der n-fache Wiederholungscode
Ein Beispiel für :
Alphabet:       Information: 101001      Codierung: 11111 00000 11111 00000 00000 11111
Es wird jetzt folgende Nachricht empfangen: 11111 01000 10011 00000 00000 10010
In Abschnitt 2 ist ein Einzelfehler, in Abschnitt 2 sind es zwei und in Abschnitt 6 sogar drei. 
Der Minimalabstand des Codes ist . Die Fehlerkorrektur nach der größten Wahrscheinlichkeit (Maximum-Likelihood-Methode) korrigiert zu den häufiger auftretenden Symbolen in einem Abschnitt.

Der 3-fach-Fehler im letzten Abschnitt wird also falsch korrigiert. Ein 5-facher Wiederholungscode wird bei mehr als zwei Fehlern falsch korrigiert. Ein 6-facher Wiederholungscode kann auch nur zwei Fehler korrigieren: Information: 0    Code: 000000  010110  ? 
Der n-fach-Wiederholungscode ist -fehlerkorrigierend.
Alle binären Wiederholungscodes mit ungerader Länge sind in Hinsicht Fehlerkorrekturfähigkeit perfekte Codes. Sie haben allerdings wegen des Mehraufwands durch n-fach-Übertragung einen entscheidenden Nachteil.
Prüfsummencodes
An die eigentliche Information werden mehrere Prüfziffern angehängt oder vorangestellt.
Ein Code bestehend aus Wörtern mit 9 Stellen, davon 7 Stellen Information heißt (9,7)‑Code.

Die Prüfziffern sind dabei Prüfsummen , wobei  idealerweise eine Primzahl  ist.
Als Prüfsummen bieten sich z.B. an:
Die Ziffernsumme 
Die mit dem Stellenwert gewichtete Ziffernsumme 
Die Prüfbedingungen wären dann z.B.:
 
 
Beispiel (6,4)-Code
Alphabet:      Information: 2563        Codierung:        Modul 
Prüfsummen:


Codierung: 9 8 2 5 6 3
Übertragungsfehler:  9 8 2 5 6 3  9 8 2 5 4 3
	Check:
	


Die Prüfsummen ergeben nicht 0, es liegt also ein Fehler vor. Die Wahrscheinlichkeit ist groß, dass es sich nur um 1 Fehler handelt. Dies also angenommen, kann dieser Codierungsalgorithmus diesen Fehler sogar korrigieren.

	Aus  und einer  Multiplikationstabelle (Tabelle 2) folgt die Stelle des Fehlers.


Aus  folgt, dass an der Fehlerstelle der Wert um 9 zu groß bzw. um 2 zu niedrig ist.


Korrektur:    oder      ®  9 8 2 5 6 3

		
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	2
	0
	2
	4
	6
	8
	10
	1
	3
	5
	7
	9

	
	3
	0
	3
	6
	9
	1
	4
	7
	10
	2
	5
	8

	
	4
	0
	4
	8
	1
	5
	9
	2
	6
	10
	3
	7

	
	5
	0
	5
	10
	4
	9
	3
	8
	2
	7
	1
	6

	
	6
	0
	6
	1
	7
	2
	8
	3
	9
	4
	10
	5

	
	7
	0
	7
	3
	10
	6
	2
	9
	5
	1
	8
	4

	
	8
	0
	8
	5
	2
	10
	7
	4
	1
	9
	6
	3

	
	9
	0
	9
	7
	5
	3
	1
	10
	8
	6
	4
	2

	
	10
	0
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1


Tabelle 2: -Multiplikationstabelle


Somit hat der Algorithmus auch die Stelle des Fehlers im Codewort gefunden und korrigiert!


Der (7,4)-Hamming-Code
Der Klassiker unter den fehlerkorrigierenden Codes ist der Hamming-Code. Er ist ein Prüfzifferncode über dem Alphabet , wobei die Prüfziffern lediglich Paritäten abprüfen. 
Der (7,4)-Hamming-Code teilt die Nachricht in Abschnitten zu 4 Informationsbits und ergänzt sie mit 3 Paritätsbits.
Wo die Paritätsbits im Code platziert werden, wird unterschiedlich gehandhabt. Werden sie hinten angehängt, so entsteht folgende Struktur:

Die Paritätsbits errechnen sich binär  gemäß folgendem Schema:
	
	
	

	
	
	

	Beispiel: Information 
	
	 Codewort 



Da +1 und -1 im Binärsystem die gleiche Auswirkung haben, kann man die Prüfsummen zu Kontrollgleichungen umformen.

Das Ergebnis der Kontrollgleichungen liefert das sogenannte Syndrom. Bei richtiger Übertragung ist dies der Vektor . Wird ein Wort fehlerhaft übertragen, so verrät das Syndrom die Fehlerstelle. Ein Fehler an der Stelle  ergibt das dafür charakteristische Syndrom .
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


Beispiel: (Fortsetzung)
Das Codewort  wird als  empfangen.

Das sich ergebende Syndrom  zeigt auf die Stelle 6.
Also muss  geändert werden: 
Bemerkungen
Code-Rate 
Unterteilt man die Nachricht in Abschnitte , so benötigt man mehr als 3 Paritätsbits. 
Tabelle 3 listet weitere Formen von Hamming-Codes auf. Hier sieht man deutlich, dass sich das Verhältnis Datenbits : Paritätsbits eher ungünstig verhält. Nimmt man hingegen eine Codewortlänge von 255 Bits, so sind davon lediglich 8 für Paritätsüberprüfungen nötig.
	
	Datenbits
	Paritätsbits

	(3,1) 
	1
	2 

	(7,4) 
	4
	3 

	(15,11) 
	11
	4 

	(31,26) 
	26
	5 

	(63,57) 
	57
	6 

	(127,120) 
	120
	7 

	(255,247) 
	247
	8 


[bookmark: _Ref74841056]Tabelle 3
In einem ()-Hammingcode sind  Paritätsbits. 
Generell gilt
und damit für die Anzahl der Datenbits


Korrekturleistung
Alle Hamming-Codes haben Minimalabstand  und können daher maximal 2 Fehler erkennen. Tritt nur 1 Fehler auf, so korrigiert der Decoder den Hamming-Code perfekt.  2 Fehler werden vom Decoder erkannt, aber falsch korrigiert. 3 Fehler ergeben bereits wieder ein gültiges Codewort, bleibt also vom Decoder unbemerkt.

[bookmark: _Toc75182512][bookmark: _Toc75184708]Codierung mit variabler Wortlänge
Ein klassischer Code mit variabler Wortlänge ist der anfangs erwähnte Morse-Code. Während der Buchstabe „e“ als „ · “  codiert wird, steht für den Buchstaben „q“ das längere Codewort „ − − · − “. Häufiger vorkommende Symbole kürzer zu codieren als seltener vorkommende, macht auch Sinn. Man kann dadurch Codes so kurz wie möglich zu halten.
Buchstaben im Morse-Code müssen durch Pausen voneinander getrennt werden, da es sonst zu Missinterpretationen kommen kann. So steht das Codewort „ · − − − “  sowohl für den Buchstaben „J“ als auch für die Buchstabenkombination „ AM“. Der Huffman-Code verhindert dies.
Huffman-Code
David Albert Huffman entwickelte als Student in einer Seminararbeit den nach ihm benannten Komprimierungscode.

[bookmark: _Ref75005968][bookmark: _Ref75005933]Abb. 11: David Albert Huffman
Wie im Morse-Code wird dem häufig vorkommenden Symbolen kurze Codewörter zugeordnet. Das JPEG-Bildformat verwendet unter anderem Huffman-Komprimierung. So erhält im Bild mit den Tomaten die Farbe Rot und im Bild rechts die Farbe Blau jeweils die kürzeste Codierung.
Der Huffman-Code beruht einerseits auf einer im Vorhinein erstellten Häufigkeitstabelle der verwendeten Symbole und andererseits einer darauf aufbauend Baumstruktur.
Code als binärer Baum, ein Beispiel:
	
	Am jedem Astende steht ein Symbol. Seine Codierung ergibt sich aus dem Weg entlang der Verzweigungsstruktur, wobei die eine Richtung als „0“ und die andere als „1“ interpretiert wird.
Für das englische Wort „bed“ ergibt sich das Codewort 1011101101.
Wichtig: Zur Decodierung muss neben der codierten Nachricht zuvor auch die Baumstruktur übermittelt werden.





Beispiel Huffman-Code und die Komprimierung von Bilddaten
Nehmen wir als Beispiel das Bild mit den Tomaten aus Abb. 11 in einer gröberen Auflösung und darin wieder einen Ausschnitt (Abb. 12) und die darin vorkommenden Farben im hexadezimaler Darstellung.

	
	


[bookmark: _Ref75006513]Abb. 12
Die vorkommenden Farben, geordnet nach ihrer Häufigkeit, zeigt Abb. 13.
	Farbe
	#AE4E24
	#4C550E
	#65573B
	#5A6E15
	#444113
	#624024
	#7B593D
	#88240C
	#B2A8A4
	#B6B9B9
	#C18971
	#873D1C
	#BF5525
	#AF2806
	#B83D11

	Häufigkeit
	1
	1
	2
	2
	2
	3
	3
	3
	4
	4
	5
	6
	16
	19
	27


[bookmark: _Ref75007712]Abb. 13
Aus dieser Häufigkeitszeile entwickelt sich durch Zusammenfassungen eine Baumstruktur. Dazu werden immer 2 Farben zu einer Gruppe zusammengelegt. Ihre Häufigkeit addiert sich dabei. Dann die nächsten beiden, und so fort. Dabei werden dann auch Gruppen zu noch größeren Gruppen zusammengefasst, bis alle am Schluss vereinigt sind. Wie die Äste eines Baums zuletzt sich im Stamm vereinen.

Dieser Huffman-Baum ist nicht optimal, aber sehr übersichtlich. 
Alle Verzweigungen erhalten dann auf der einen Seite eine „0“ und auf der anderen eine „1“. Um das Codewort einer Farbe zu erhalten, wird von unten nach oben (vom Stamm zu den Blättern) das Codewort abgelesen.
Z.B. #444113  : 0100    #873D1C  : 1011
Durch dieses Verfahren ist gewährleistet, dass jedes Codewort unverwechselbar zu genau nur einem Symbol (hier eine Farbe) führt.


Optimierung
Das eigentliche Ziel wird durch obigen Baum aber nicht erfüllt. Hier haben alle Codewörter nahezu gleiche Länge. Stattdessen sollten die Codewörter für häufig vorkommende Symbole kürzer ausfallen. 
Der Huffman-Baum kann diesbezüglich optimiert werden, indem man immer so weit wie möglich niedrige Häufigkeiten gruppiert.
	
	
	

	
	
	

	
	
	






Jede Verzweigung beliebig mit 0 und 1 versehen und dann vom Stamm zu den Blättern, hier also von rechts nach links das Codewort ablesen.

Jetzt gibt es unterschiedlich lange Codewörter.

Für die erste Zeile des Bildausschnitts Abb. 12 

ergibt sich dann das Codewort:  
 100000000100100001000011000001100001001000011011111101101 
(1000000-00100-100001-00001-1000001-100001-00100-0011-01-11-11-101-101)
Übung
Schreib mit Trennzeichen: 
100110110100100000
011011000001110101010011

Beispiel: Text
Aufgabenstellung: Für das Wort „CODIERUNGSTHEORIE“ soll eine Huffman-Codierung erstellt werden.
Zwei Ansätze bieten sich an. 
Ist das Wort Teil einer längeren Abhandlung, so wird man auf die Buchstabenhäufigkeit der deutschen Sprache zurückgreifen (Tabelle 4).
Steht das Wort für sich, so wird man die Buchstabenhäufigkeit im Wort selbst zur Berechnung heranziehen.
	E
	N
	I
	R
	S
	T
	A
	D
	H
	U
	L
	C
	G
	M
	O

	0,1693
	0,1053
	0,0802
	0,0689
	0,0642
	0,0579
	0,0558
	0,0498
	0,0498
	0,0383
	0,0360
	0,0316
	0,0302
	0,0255
	0,0224

	B
	W
	F
	K
	Z
	V
	P
	Ü
	Ä
	ß
	Ö
	J
	X
	Y
	Q

	0,0196
	0,0178
	0,0149
	0,0132
	0,0121
	0,0084
	0,0067
	0,0065
	0,0054
	0,0037
	0,0030
	0,0024
	0,0005
	0,0005
	0,0002


[bookmark: _Ref75106094]Tabelle 4: Buchstabenhäufigkeit in der deutschen Sprache
Fall a)

CODIERUNGSTHEORIE
1000-00000-0100-101-11-0011-1001-011-00001-0010-0001-0101-11-00000-0011-101-11
Lösung:  10000000001001011100111001011000010010000101011100000001110111 
Das sind 62 Bits!
Fall b)

CODIERUNGSTHEORIE: 
0000-100-0001-101-111-110-0010-0011-0100-0101-0110-0111-111-100-110-101-111
Lösung:  00001000001101111110001000110100010101100111111100110101111 
Das sind 59 Bits!
Man sieht also eine stärkere Kompressionsrate im Fall b). 
Aus diesem Grund bietet jedes Bildbearbeitungsprogramm nach einer Bildbearbeitung im JPEG-Format erneut die Optimierung der Huffman-Tabelle an (Abb. 14).

[bookmark: _Ref75107742]Abb. 14
Vergleich mit dem üblichen ASCII-Code 
Die 17 Buchstaben des Wortes benötigen fix  Bits
01000011-01001111-01000100-01001001-01000101-01010010-01010101-01001110-01000111-01010011-01010100-01001000-01000101-01001111-01010010-01001001-01000101
 0100001101001111010001000100100101000101010100100101010101001110010001110101001101010100010010000100010101001111010100100100100101000101 
Mit der Huffman-Codierung erreichen wir somit eine Kompressionsrate von  und eine Platzersparnis von , und dies verlustfrei!




[bookmark: _Toc75182513][bookmark: _Toc75184709]Anhang
[bookmark: _Toc75182514][bookmark: _Toc75184710]Weitere Prüfzifferncodes
[bookmark: _Toc75182515][bookmark: _Toc75184711]ISBN
Die Internationale Standardbuchnummer (International Standard Book Number, ISBN) ist eine Nummer zur eindeutigen Kennzeichnung von Büchern und anderen selbstständigen Veröffentlichungen mit redaktionellem Anteil, wie beispielsweise Multimedia-Produkten und Software. (Wikipedia). 
Beim ISBN-Code unterscheidet man ISBN-10 und ISBN-13.
	
[bookmark: _Ref73966434]Abb. 15: ISBN-10
	
[bookmark: _Ref73972431]Abb. 16: ISBN-13


ISBN-13
ISBN-13-Codes werden seit 2016 verwendet und entsprechen exakt dem EAN-13-Code mit der künstlichen Länderkennzahl 978 und 979 (Bookland). (Abb. 6)
ISBN-10
Die ISBN-10-Codes auf älteren Büchern sind 10stellig (Abb. 7) und anders mit Modul 11 codiert. 
Die Methode
ISBN-10 verwendet das Alphabet  mit der Codewortlänge 10. Dabei wird für die Information  das Alphabet  und für die Prüfziffer das Alphabet  verwendet, wobei das  als römische Ziffer für 10 steht. Das Ganze wird dann modulo 11 gerechnet.
Die Prüfziffer  berechnet sich in der mit der Platzziffer  gewichtete Prüfsumme der Kennzahlen modulo 11 durch


Die Prüfziffer allein berechnet sich durch

Beweis (Übung)
Beispiel
In unserem Beispiel (Abb. 6 links) mit ISBN 3-7840-6102-8, errechnet sich die Prüfziffer  mit

Die Prüfsumme aller Ziffern ergibt

Bemerkung: Statt  zu addieren kann man auch  subtrahieren, da 
Fehlererkennung
Einzelfehler 
Ersetzen wir in der Prüfsumme an der Stelle  den richtigen Wert  durch den Fehlerwert .

Die richtige Summe  ist ein Vielfaches von 11. Sollte der Fehler unerkannt bleiben, müsste die Abweichung  zufällig auch ein Vielfaches von 11 betragen. Da die Zahl 11 eine Primzahl ist, enthält sie keine Faktoren (außer die trivialen). Das bedeutet,  oder  müssen selbst Vielfache von 11 sein. Die sind aber beide kleiner als 11! 
Ein Einzelfehler erzeugt sofort eine ungültige Prüfsumme! 
Ziffern vertauscht 
Wir ersetzen wieder die richtigen Werte durch die falsch eingelesenen.

Die richtige Summe ist ein Vielfaches von 11 und dadurch  . 
Die Faktoren der Abweichung  sind wieder beide betragsmäßig kleiner als 11 und damit ein Vielfaches von 11 erzeugen. 
[ ist ein Körper und enthält keine Nullteiler]
Vertauschen von Ziffern erzeugt eine ungültige Prüfsumme! o


Sozialversicherungsnummer

Abb. 17
Die Sozialversicherungsnummer besteht aus einer laufenden Nummer, der Prüfziffer  und dem Geburtsdatum.

Die Prüfziffer  errechnet sich durch folgende Rechenvorschrift:
Jede Ziffer der Sozialversicherungsnummer wird mit einem Faktor multipliziert und dann die Summe modulo 11 berechnet.
	SVNr.
	a
	b
	c
	p
	
	t
	t
	m
	m
	j
	j

	Faktoren
	3
	7
	9
	
	
	5
	8
	4
	5
	1
	6


Beispiel:
	SVNr.
	5
	2
	4
	p
	
	1
	3
	0
	5
	1
	1

	Faktoren
	3
	7
	9
	
	
	5
	8
	4
	5
	1
	6

	S = 126
	15
	14
	36
	
	
	5
	24
	0
	25
	1
	6


Die Prüfziffer an der 4. Stelle ergibt sich dann zu 
Sonderfall: Ergibt die Berechnung die Prüfziffer , so wird sie weggelassen!
Kreditkarte
Bei der Kreditkarte muss man die Prüfziffer von der Prüfnummer unterscheiden. Die Prüfziffer ist wieder eine Teil Kreditkartennummer auf der Vorderseite der Karte, die Prüfnummer ist nicht Teil der Kreditkartennummer selbst und ist auf der Rückseite zu finden.

Abb. 18: Quelle pixabay (bearbeitet)
Die letzte Ziffer ist die Prüfziffer. Beginnend mit der vorletzten Ziffer wird jede Ziffer abwechselnd mit 2 und 1 multipliziert. Ob die vorderste Ziffer mit einbezogen wird oder nicht ist vom Herausgeber abhängig.
	KartenNr.
	2
	5
	6
	7
	3
	9
	2
	8
	7
	5
	4
	3
	8
	6
	4

	Faktoren
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2

	Ziffernsumme = 88
	4
	5
	12
	7
	6
	9
	4
	8
	14
	5
	8
	3
	16
	6
	8


Die Prüfziffer ergibt sich durch die Ergänzung auf den nächsten 10er.

[bookmark: _Toc75182516][bookmark: _Toc75184712]Barcode (Strichcode)
Der Barcode dient der einfachen Lesbarkeit für Scanner und der Weiterverarbeitung mit einer Software. Es gibt verschiedenste Systeme für Barcodes. Exemplarisch sei hier der „klassische“ Barcode aus dem Einzelhandel zur Kennzeichnung von Produkten mit europäischen Artikelnummern EAN-13 (GTIN-13) näher besprochen. Hierbei müssen nur die Ziffern 0 bis 9 in dunklen und hellen Strichen codiert werden.

Abb. 19: Die Alphabete A, B, C
Jede Ziffer besteht aus zwei dunklen und zwei hellen Streifen
Dabei stehen für jede Ziffer 7 „Module“ zur Verfügung. Jeder Modul ist hell oder dunkel, meist weiß oder schwarz eingefärbt. Die dickeren Streifen im Barcode entstehen, wenn mehrere Module gleicher Farbe sich aneinanderreihen.
Für jede Ziffer stehen 3 unterschiedliche Alphabete A, B, C zur Verfügung
Alphabet A
Alphabet B 	entsteht aus A folgendermaßen: Wechselt A die Modulfarbe, so wechselt B die Modulfarbe nicht und umgekehrt.
Alphabet C 	ist lediglich die Umkehrung von A.
Der Barcode für die EAN ist in 3 Abschnitte unterteilt.
Die Abschnitte sind jeweils durch die langen Doppelstriche voneinander getrennt.

[bookmark: _Ref74396871]Abb. 20: Barcode von Abb. 5
Erster Abschnitt:  Er besteht nur aus einer einzigen Ziffer, die im zweiten Abschnitt mitcodiert wird. (Der Grund ist die Kompatibilität mit amerikanischen Scannern)
Zweiter Abschnitt: Im zweiten Abschnitt wechselt nach jeder Ziffer das Alphabet zwischen A und B in einer klar definierten Abfolge. Damit wird gleichzeitig die erste Ziffer (hier die 9) mitcodiert. In Abb. 9 ist dies A-B-B-A-B-A, eine Abfolge, die immer auf die 1. Ziffer „9“ folgt. Andere Startziffern haben andere Abfolgen:
	
	AAAAAA
	AABABB
	ABAABB
	AABBBA
	ABAABB
	ABBAAB
	ABBBAA
	ABABAB
	ABABBA
	ABBABA

	1. Ziffer
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9


Dritter Abschnitt: Der letzte Abschnitt ist rein mit Alphabet C codiert.
Übung: 
Überprüfe folgende EAN-Barcodes:
[image: ][image: ]
Decodiere folgenden EAN-Barcode:
[image: ][ Lsg: 2211564566668]



[bookmark: _Toc75182517][bookmark: _Toc75184713]Übungen Huffman
[bookmark: _Toc75182518][bookmark: _Toc75184714]Huffman-Mario
	[image: ]
	Die Farben
	Häufigkeitstabelle

	R 
(Rot)
	G
(Gelb)
	V
(Violett)
	B
(Braun)
	O
(Orange)
	S
(Schwarz)
	W
(Weiß)
	Summe

	
	
	
	
	
	
	
	208





Erstelle für jede Farbe in diesem Bild ein Huffman-Codewort!
	Farbe
	R
	G
	V
	B
	O
	S
	W

	Codewort
	
	
	
	
	
	
	


Codiere Zeile 11 und vergleiche die Länge mit der normalen RGB-Hexadezimalcodierung.
Berechne die Platzersparnis in Prozent!
[bookmark: _Toc75182519][bookmark: _Toc75184715]Huffman-Text
Erstelle für die untenstehende Textzeile eine Huffman-Codierung.
“Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr.”
	Häufigkeitstabelle

	A
	C
	D
	E
	G
	I
	L
	M
	N

	2
	2
	2
	5
	1
	5
	3
	3
	2

	O
	P
	R
	S
	T
	U
	_
	.
	,

	4
	2
	4
	5
	5
	2
	7
	1
	1
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