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GRUNDLAGEN

Die Zahlentheorie ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen
beschaftigt.

Z=[0,+1,+2,+3,.. |

N=[0,1,2,3,...]

=23 e

P = +, —4d
gHe=N ,analog Z~°

+,=N=(0,1,2,3,...]& it
Z, ,analog Z,

4 und (N,') sind nur kommutative Halbgruppen.

{, ist eine kommutative Gruppe
(Z , ) ist eine kommutative Halbgruppe

(Z ,+, ) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Das einzige, was fehlt: es gibt im Allgemeinen keine
multiplikativen Inversen (d.h. die Division funktioniert nicht uneingeschrankt).



KONGRUENZEN UND RESTKLASSEN

Herr Faber hat sich heute Abend mit einem Freund auf ein Bier verabredet. Sie wollen sich um 17 677 532 Uhr
vor dem Lokal treffen. ...

Bei der Uhrzeit sind wir gewohnt, fir jeden Tag die Stunden neu zu zdhlen. 17 677 532 Uhr entspricht dann
20 Uhr, und zwar am 7. August 2017. Man sagt, die beiden Uhrzeiten sind zueinander kongruent beziiglich der
Zahl 24.

17677532=20(mod 24)
Weitere Zeiten, die zu 20 Uhr kongruent sind: 20, 44, 68, 92, ..., aber auch -4, -28, -52, ...
Die Zahl 24 wird als Modulus bezeichnet.

Beispiel: Sie kommt um 15 Uhr und bleibt 50 Stunden. Wie spat ist es bei ihrer Abreise?
Lésung: 15+50=65=2-24+17 =17 (mod 24)

Man sieht, zwei Zahlen sind kongruent modulo m, wenn bei beiden Zahlen nach der Division mit Rest der
gleiche Rest entsteht.

+i(m>0)¢

Definition: Seien me N und a,b & Z.Man sagt a ist kongruent zu b modulo m, wenn es eine

Zahl k € Z gibt, sodass a=k -m+b . In diesem Fall schreibt man a =b(modm) .

Satz: Seienme N™“unda,be Z.
a=b(modm) mV(a—b)

Beweis: ...
Beispiel: 27 =197 (mod 10)  10V(27-197) 10Vv(—170)
Zusammengefast kann man die Kongruenz auf zwei Arten definieren:

a=b(modm) I ke Z:a=k-m+b mV(a—b)

RECHENREGELN

Satz: Seime N*““ein Modulus und a,b,c,d€ Z, dann gilt jeweils modulo m:

a+c=b+d

=bAc=d
a ¢ - a-c=b-d

somit auchn-a=n-bundad"=b"V ne N

Beweis: ...

RESTKLASSEN



Satz: Die Kongruenzrelation ist eine sogenannte Aquivalenzrelation, weil sie folgende Eigenschaften
besitzt:

Reflexivitat: a=a(mod m)V a€ Z

Symmetrie: a=b(mod m|= b=a(modm)¥ a,be Z

Transitivitit: a = b(mod m) A b=c(modm)= a=c(modm)V a,b,c€ Z
Beweis: ...

Durch die Kongruenzrelation entstehen Aquivalenzklassen, in welchen jeweils die Zahlen liegen, die bei
Division durch den Modulus m den gleichen Rest aufweisen. Man spricht von Restklassen.

Beispiele fiir modulo 24:
0+24-Z=0=|...,—24,0,24,48,72,...]1+24-Z=1=|...,—23,1,25,49,73,...]...
23+24-7=23=|...,—1,23,47,71,95,...|

Die Elemente der Restklassen sind deren Reprasentanten. Die meistens verwendeten Reprasentanten sind

0,1,2,...,m—1.
Definition: Die Menge aller Restklassen modulo m wird mit Z,, bezeichnet.
z.=00,1,2,...,m-1
Definition: Die Verknipfungen
® mita® b:i=a+b und
® mita® b:=a-b
definieren eine Restklassenaddition bzw. Restklassenmultiplikation.
Beispiel:
13 15=13+15=28=4(mod 24)
oder iiber die Représentanten modulo 24:  13+15=28 =4 (mod 24)

Beispiele: (Z4, @ ) und Verkniipfungstabelle — Kommutativgesetz, Inverse
(Z4 ,0 ) und Verkniipfungstabelle — Kommutativgesetz, Inverse

(ZS, © ) und Verknipfungstabelle — Kommutativgesetz, Inverse

Satz: (Zm, o ,0 ) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Er heiBt Restklassenring modulo m.

Bemerkung: In (Zm, o ,0 ) bzw. in der Modulorechnung gibt es im Allgemeinen keine multiplikativ Inverse.

Eine Multiplikation kann somit nicht immer zuriickgerechnet werden. Es gibt nicht so etwas wie eine Division!

Beweis: ... z.B. (Zm, @ ) ist eine kommutative Gruppe. ...

Schreibweise:
Es hat sich eingebiirgert, statt einer Restklasse gleich nur ihren wesentlichsten Reprdsentanten zu schreiben.

Als Beispiel:
ZS={0, 1,2,3,4, 5}=|0, 1,2,3,4, 5}Statt 4e Z¢ schreibt man des Ofterend4 € Z,.



(Z,,,© ) UND DIE MULTIPLIKATIV INVERSE

In (Z4, © ) haben einige Elemente keine multiplikativ Inverse. In (ZS, O} ) haben alle Elemente eine

multiplikativ Inverse. Damit ist (ZS, ®,0 ) sogar ein Korper. In ihm kann man, was die Addition und

Multiplikation betrifft, die gleichen Rechengesetze anwenden wie in R.

Unter welchen Bedingungen hat Zm(', {OC} stets multiplikativ Inverse? Die Null hat ohnehin nie eine Inverse,

wir schlieRen sie also von vornherein aus. (Man ist das ohnehin auch von QQ und R gewdhnt. Die Null hat dort
ebenfalls keine multiplikativ Inverse.© )

2.B.Z, olol 1] 2173 Fir eine Inverse muss gelten: a-a=1
0] 0j]0J]0]O0 Die 1 hat eine Inverse in Z,6{06): 1-1=1
; g ; (2) i Die 3 hat eine Inverse in Z4(',{0‘} 3. 351
3o [3]2]1 Die 2 hat keine Inverse in Z,6{04): 2-a°=/1

Satz: Ein Element d € ZmC{OC] hat genau dann eine multiplikative Inverse, wenn @ zum Modulus m
teilerfremd ist, wenn also gilt

ggT(a,m)=1

In Z,6{04 sind die Elemente =1 und 3 teilerfremd zum Modulus 4. Das Element @ =2 ist als gerade Zahl
nicht teilerfremd zum Modulus 4 ( ggT (2,4)=2 #1(, was ihm zum Verhéngnis wurde. ©

Beweis: Sei d € ZmC{OC}. Eine multiplikativ Inverse muss folgende Bedingung erfiillen:
a-a'=1(modm)e 3 ke Z:a-a'—k-m=1a-a"+m-(—k)=1

Dies ist eine diophantische Gleichung ax +by = ¢ mit méglichen ganzzahligen Lsungen fir x und y. In
unserer Gleichung steht @ fir x und —K fiir y.

a-a'+m-(—k)=1a-x+b-y=c]

Eine diophantische Gleichung hat genau dann Lésungen, wenn der ggT(a s b)\/C !
Da hier c =1, gibt es somit genau dann Lésungen, wenn auch der ggT(a, m)= 1=

Beispiele:  Welche Elemente besitzen in (Z;,, ® ) Inverse und welche nicht?
Welche Elemente besitzen in(Zn, © ) Inverse und welche nicht?

Unter welcher Bedingung hat jedes Element von (Zm, © ) eine Inverse?

Satz: Die algebraische Struktur (Zp, o ,0 ) mit p € Pist ein Korper.

Potenzierenin Z,,

Es gilt ja:
a=b(modm)= a"=b"(modm)V ne N



Die Umkehrung gilt nicht unbedingt: g = b(modm)cz a'=s b”(modm)v ne N

Beispiel:
Sie der Modulus m=6 . Dann gilt einerseits
2 =8 = 2? =8%Andererseits gilt nicht

2°=4%= nicht2 =4

Bemerkung: Rasche Berechnung von a"(mod m) flir Computer durch Zerlegung des Exponenten immer

wieder in 2-er-Potenzen.

2 2 _)\2 2 2 )2 2 2 2\ .
347:346_3:(323) .3:((311) .3) .3:(((35) .3) .3) .3:((((32) .3) .3) .3) -3Im Fall einer
Modulorechnung kénnen alle Zwischenergebnisse mod m gerechnet werden, wodurch keine groRen Zahlen
entstehen.

DIE EULERSCHE FUNKTION (p(m) UND SATZ VON EULER

+646

Seime€ N

(1 <X Sm) , ob sie zu m gemeinsame Teiler besitzt oder ob beide teilerfremd zueinander sind.

der Modulus von Z . Die Eulersche Funktion beurteilt nun alle natiirlichen Zahlen bis m

Beispiel: Sei m=10 . Die betrachteten Zahlen sind { 1,2,3,4,5,6,7,8,9, m] Dabei haben die
unterstrichenen Zahlen gemeinsame Teiler mit dem Modulus m=10. Die fett geschriebenen Zahlen hingegen
sind zu m=10 teilerfremd. Der Modulus m=10 besteht aus den Primfaktoren 2 und 5, wohingegen die fett

unterstrichenen Zahlen aus anderen Primfaktoren zusammengesetzt sind. Fur sie gilt ggT (X, m)z 1.
Die Funktion ¢ (m) zahlt nun alle diese teilerfremden (fettgedruckten) Zahlen.

Definition: Seime N,m>0.

‘P(m):er N:1<x<mA ggT(x,m)le

(10)=[(1,3,7,9]|=4
0(18)=|1,5,7,11,13,17||=6
¢(19)=((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18/|=18

Beispiele: (0]

Satz: Sei m=p € P eine Primzahl, dann ist (p(p)=p—l .

Beweis: ... (klar! Z.B.. m=7 - [1,2,3,4,5,6])

Satz von Euler: Seienm€& N,m>2unda€ Z mit ggT (a,m|=1,
a’™=1(modm).

Beweis:

1) ,teilerfremd * teilerfremd =teilerfremd*
Seien gund b zu m teilerfremd, so besitzt m keinen Primfaktor gleich mit @ und b .

A=Pp,;" Pyr'---sb=Dp," Ppy-..undm=q,,,*q,,,"...Das Produkt

a-b=p,;"Dyr*---"DPp1" Ppy - -besitzt dann auch keine Primfaktoren von m .



2) Die zu m teilerfremden Zahlen <m seien

{rl sToseees rq,(m)}Wir multiplizieren jedes Element dieser Menge mit einer zu m teilerfremden Zahl a
(ggT (a,m)=1)und erhalten

{a-rl,a-rz,...,a-r(p(m)}.

Die Menge beinhaltet wieder nur zu m teilerfremde Zahlen.
(teilerfremd x teilerfremd =teilerfremd (,
Modulo m sind das dann wieder die gleichen Zahlen, nur in anderer Reihenfolge.

2B m=9 ~11,2,3,4,5,6,7,8,9| -~ {1,2,4,5,7,8
(1,2,4,5,7,8-4=(4,8,7,2,1,5|(mod 9)
(1,2,4,5,7,8/-14=|5,1,2,7,8,4| (mod 9)

Flr das Produkt der Zahlen gilt

Pyl e My =A@y ...0asr . Zum teilerfremde Zahlen 'y , €€C.. haben multiplikativ Inverse, man

kann also die Kongruenzgleichung nach ¢?'™ auflésen. ST CRPPPL) gL a’m- riro... 'rw(m]Vr(l N LI
; e =g"m. . po

oder einfacherry ry-....r, = a " Ty VI,

Damit folgt
a’™=1(modm).

Satz (der kleine Satz von Fermat): Fiir Primzahlen p € P gilt
a’'=1(modp)
wobei @ € Z kein Vielfaches von p .

Beweis: Gemdft dem Satz @ (p)=p—1fiir pE€ P ergibt sich die Behauptung. M
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