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Einleitung

EINLEITUNG

Bilder oder Vektorgrafiken in Dokumenten kénnen nach dem Einfligen noch auf
vielfaltige Weise angepasst werden. Sie kdnnen verschoben, gedreht, gespiegelt

oder neu skaliert werden.

ABB. 1

Die Grundelemente dieser zweidimensionalen geometrischen Abbildungen

beruhen auf affinen Transformationen, bei denen Punkte sowie gerade und

parallele Linien erhalten bleiben.

Dabei wird jeder Punkt X € R? auf einen Bildpunkt X’ € R? abgebildet.

Die Berechnungen lassen sich dabei durch charakteristische 2x2-Abbildungs-

matrizen bewerkstelligen.

G )

Original Drehung Skalierung
(1 0) (cos () —sin ((p)) (cx 0)
0 1 sin (¢) cos (@) 0 ¢

Spiegelung Scherung Verschiebung

1 v,
(0 vy)




Drehung

1 DREHUNG

cos (p) —sin ((p))

asbidangamatrss D=(372 ) “oor (g

Beispiel

ABB. 2
Drehung um Zentrum Z = (0|0) und Drehwinkel ¢ = 30°.

_ (cos (p) —sin ((p)) _ (0,866 —0,500)
“\sin(¢p) cos(p)/ \0,500 0,866

0,866 —0,500) ) (1) _ (—1,634)

X = (1) o X'=D-X= (0,500 0,866 ) 5 4,830

5

Allgemein:

.o (c0s (@) =sin(p)\ X\ _ (cos(p) x—sin(p)-y
X=D-X= (sin () cos (@) ) ()’) B (sin((p) - x + cos(@) - y)

BEGRUNDUNG DER DREHMATRIX-FORMEL

Betrachten wir zuerst nur die Drehung der Basisvektoren X = ((1)) und y = ((1))

*= (3) - X= (Z?j gz))) und y = (2) -9 = (—Czlsn(%)) (Siehe Abb. 3)

Eine allfallige Drehmatrix muss also folgende Bedingung erfiillen:

(¢) ~sinp) @)
2-(6)=(ointy coston )" @ = (soncer)




Drehung

(G ) (b= (G) = ()

dqy1 = cos(@); dy; = sin(e)

....... T
0. 1)
05
; ¢
B p H 05 o0 05 1
~0.5 -0.5
_-1 ............ _1 ..........

ABB. 3

Ahnliches gilt fiir den zweiten Basisvektor:

D. (0) _ <cos(<p) —sin(<p)) _ (1) _ (— sin(q)))
1 sin(p) cos(p) 0 cos(¢)

(i 62 Q)= (2= Cod)

dqip = —sin(e) ; dy; = cos(@)

_ (cos (p) —sin (@)
p=(Gn (@) cos (<p)>

X
Dass diese Drehmatrix fir jeden Punkt X = (y) glltig ist, zeigt folgende

Uberlegung.

o 1=0-G)=0- [+ ()] -0-()+0-() -
= [e Qo (=2 [ Q)]+ -

= () ()= (06 W)

_(cos (@) —sin(p)) .
~ (e costor) ¥

)=
()=

Die Drehmatrix, die die Basisvektoren dreht, dreht auch jeden beliebigen Punkt.




Skalierung

2 SKALIERUNG

: : cx 0
Abbildungsmatrix: Sk = (O )

Beispiel

ABB.4

Skalierung meint die GroRendanderung eines Bildes. Dabei kann der
Skalierungsfaktor in x- bzw. y-Achse (cy, ¢, ) unterschiedlich sein.

e =125; ¢, =08

Sk = (C(;C c(l) - (1’55 0,?35)

x=(3) =% =("%" ogs) (5)=(sp)

Allgemein:

x=skx=(3 o)()=(3)




Scherung 6

3 SCHERUNG

: : 1 ¢
Abbildungsmatrix: Sh = ( )
¢, 1

Beispiel

10] 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12

ABB.5

Die Scherung ist richtungsabhangig. Alle Punkte werden dabei proportional zu
ihrem Abstand von der Scherachse parallel zu dieser verschoben.

¢, = tan(p,) = 0,4; ¢, = tan(g,) = 0,2

Sh = (cly H ) = (0%2 Oi4)

=-x =0, %) Q=D

Allgemein:

. (1 ey xy _(xtcxty
X_Sh'X_<cy 1)'(y)_<cy-x+)’)

Sonderfiille:

Scherung in x-Richtung Sh, = ((1) Clx)

1 0
Scherung in y-Richtung Sh, = <c 1)
y




Verschiebung 7

4 VERSCHIEBUNG

Die Verschiebung (Translation) lasst sich nicht durch eine 2x2-Matrix

beschreiben.

Beispiel

. ‘
-10 12BN 486 T MO M1 1311114 - 1161 16 H 17

ABB. 6

Die Scherung ist richtungsabhangig. Alle Punkte werden dabei proportional zu
ihrem Abstand von der Scherachse parallel zu dieser verschoben.

-0

t=()-r =)+ ()-(5)

Allgemein:




Homogene Koordinaten 8

5 HOMOGENE KOORDINATEN

Sind mehrere Transformationen hintereinander auszufihren, so ist von Vorteil,
dass die Multiplikation von Matrizen assoziativ ist. Es konnen dadurch alle
Abbildungsmatrizen zuvor multipliziert werden und die daraus resultierende
Matrix auf die Punkte der Grafik angewendet werden.

Beispiel: X' =Sh-(Sc:(D-X))=(Sc-Sh-D)-X

Dies kommt haufig vor. Denn bei den bisher besprochenen Beispielen war der
Nullpunkt immer Fixpunkt der Transformation. Soll eine Grafik nicht um den
Ursprung gedreht werden, so muss die Grafik zuerst so weit verschoben, dass
das Drehzentrum im Nullpunkt zu liegen kommt. Nach der Drehung wird das
Objekt dann wieder zurlickgeschoben. Dabei ist von groBem Nachteil, dass die
Translation nicht wie die anderen Abbildungen durch eine Matrix-Multiplikation
berechnet wird.

ABB. 7 (Pixabay, bearbeitet)

Mit der Einfiihrung von 3x3-Matrizen gelingt dies allerdings. Man fligt eine
weitere Dimension hinzu, die man nach der Berechnung wieder auRer Acht
lassen kann. Die dabei verwendeten Koordinaten werden in der mathematischen
Literatur homogene Koordinaten genannt. Im Gegensatz dazu bezeichnet man
die realen Koordinaten als die kartesischen Koordinaten.



Homogene Koordinaten 9

X

X

Punktkoordinaten homogen X = <y> , kartesisch X = (y)
1

Die Translationsmatrix in homogenen Koordinaten

1 0 tX X
X’=T-X=<0 1 ty>'<}’>
0 0 1 1
Beweis:

1 0 ¢ty x x+0+¢, x + t, X+t
14 12 X
X=T-X=<O 1 ty>-<y>=<0+y+ty>=<y+ty>—>X=<y+ty)
0 0 1 1 1 1
Die Drehmatrix in homogenen Koordinaten
cos(p) —sin(e) 0) <x>

X =D-X= (sin((p) cos(p) O |Y
0 0 1/ M

Die Skalierungsmatrix in homogenen Koordinaten

c, 0 O X
X’=Sc-X=<0 cy 0>'<)’>
o o 1/ M

Die Schermatrix in homogenen Koordinaten

1 ¢, O X
X’=Sh-X=<cy 1 O)-(y)
o o 1/ ‘1

Beispiel (Siehe Abb. 7)

Gegeben: X = (172’62) Drehzentrum Z = (15368) Drehwinkel ¢ = 40°
Gesucht: X'
Losung:

X=11-(D-(T-X))=(T"*D-T) X

Die Matrix-Multiplikation ist per se nicht kommutativ. Man kann also nicht in der
Klammer die Operationen vertauschen. Das Ergebnis wére auch offensichtlicher
Bl6dsinn. Insgesamt kdme die Rotation um Z einer Rotation um den Ursprung
gleich(T™*-D-T=T"1-T-D=1-D =0D).

1 0 -12,2 12,2 -1,6
Xp=T-X=|10 1 =76 |76 ])=| 26
0 0 1 1 1



Inverse Transformationen 10

0,766 —0,643 0 -1,6 —2,897
Xpr=1{0643 0766 0])-| 2,6 |=| 0963

0 0 1 1 1
1 0 122\ /—2.897\ /10,903
Xpipr=[0 1 76 |- 0963 | = 5963
00 1 1 1
, (109
X ~(6,0)

6 INVERSE TRANSFORMATIONEN

Das Beispiel hat gezeigt, dass gewisse Operationen die Umkehrung von
Tranformationsschritten n6tig machen. Diese Umkehrung wird durch die inverse
Matrix der entsprechenden geometrischen Abbildung erreicht.

1 0 0
A-A_1=I=<O 1 0

0 0 1

Oft ist die inverse Matrix schon aus geometrischen Uberlegungen klar.

1 0 —t, cos(p) +sin(p) 0
T-! = (0 1 _ty> D! = (— sin(p) cos(¢) 0)
0 O 1 0 0 1
1/Cx 0 0 1 —ay 0
Scl = < 0 1/c, 0) shie— 2 [-aq, 1 0
0o 0 1 1=aay \ o0 0 1-aya,
Bemerkung

e Fir die Umkehrung einer Drehung gilt:

sin(—¢) = —sin(g) ,cos(—¢) = cos (¢)
e Der Beweis fiir die Umkehrung der Scherung erfolgt tiber Sh™ - Sh = |

1 —a, 0 1 a, O 1-aya, 0 0
—a, 1 0 . (ay 1 0) = 0 1-aya, 0
0 0 1-— Ay Qy 0 0 1 0 0 1-— Ayxay




Anhang 11

7 ANHANG

7.1 ACHSENSPIEGELUNG

Die Spiegelung eines Punktes X an einer Geraden kann als symmetrische
Drehung um einen beliebigen Punkt Z der Spiegelachse g angesehen werden.

Fur die Spiegelung an einer durch den Nullpunkt verlaufenden Geraden g = k - x
ergibt sich folgende Abbildungsmatrix:

ABB. 8

Die Spiegelgerade g: y = kx besitzt den Steigungswinkel k = tan™1 (k).

Die Spiegelpunkte sind X = (;C,) = <: ;ﬁf%g) bzw. X' = (;:) = (: ;::):E?%)

Bezliglich den Winkel &, &' und dem Steigungswinkel k ergibt sich folgender
Zusammenhang:

'—k=k—-¢ = ' =2k-¢

() - (52 =)

und mit den trigonometrischen Summensatzen



Anhang 12

cos(2k) - cos(é) + sin(2k) - sin(E))
sin 2k - cos(§) — cos(2k) - sin(§)

_ cos(2x)  sin(2k) cos(§)
- (sin(ZK) —COS(ZK)) . (sin(f))

_ (COS(ZK) sin(2k) ) .(r - cos(E)) _ (cos(ZK) sin(2k) )-X

sin(2x) —cos(2k)) \r-sin(¢))  \sin(2k) —cos(2k)

_ (cos(2x)  sin(2k)
- S_<sin(21c) —COS(ZK))

X’—Z=r-(

cos(2x)  sin(2k) ) _ (x) _ (COS(ZK) - x + sin(2k) '3/>

X'=5-X= (Sin(ZK) —cos(2k) ~ \sin(2k) - x — cos(2k) - y

In homogenen Koordinaten

cos(2k) sin(2xk) O X cos(2k) - x + sin(2k) - y
X'=§5-X= (sin(ZK) —cos(2k) 0) ' <3’> = <Sin(2K) * x — cos(2k) '}’>
0 0 1 1 1

Diese Beziehung gilt auch in etwas komplizierteren Fallen.

X' \

//'/ ' \
\
L]
\

)

E\/&

ABB. 9

Hier gilt &' —k =k + (360° — &) bzw. k — &' = & — Kk, was im linken Fall auf
&' =2k — &+ 360° =2k — ¢ undimrechten Fall auf &' = 2K — & fUhrt. Auf
Grund der Periodizitat von Cosinus und Sinus bzgl. 360° @ndert sich das Ergebnis

dadurch nicht.



Anhang 13

7.2 AUFGABEN

Drehe den Punkt A(—5|—2) um 90° um den ",

Drehpunkt Z(1]0)! 5 4 3 2 10 ?z 3 4 5 6 7
o 9o j2

a) Drehmatrix D!

b) Translationsmatrizen T und T 1!
c) Abbildungsmatrix M =T~1-D-T
d A=T"1-D-T)-A

Losung:
1.0 +1\ /0 —1 0y /1 0 —1
M=T—1-D-T=<o 1 0>-<+1 0 0)-(0 1 0
00 1 o o 1/ \o o0 1
0 -1 1y /-5 5
et 3D
0 0 1 1 1
Spiegle den Punkt A’'(5|—4) an der Geraden g!
a) Spiegelmatrix S'!

~2
N gide+6y=9

b) Translationsmatrizen T und T~ 1!
c) Abbildungsmatrix M =T"1-§-T
d A"'=(T"1-S-T)-A

Ldsung:

y=—ix4d = k=t -1( 2) 33.69°
gy =—3x+5 K = tan 3)~ .

10 0 0.385 —0.923 0 10 0
M=T"1S-T=(0 1 +15]-1-0923 —0.385 0]-{0 1 —1.5

00 1 0 0 1/ \0 0

0.385 —0.923 1.385 5 7
A"=(-0923 -0.385 2.078 -(—4>=<—1>

A"

2 10 1273 405 E/\ 9 10

-1 ~.\\\ L]

9‘)‘

) <n|

—4 A g ™~
-5 -

~"

0.385 —0.923 1.385
—-0.923 -0.385 2.078

1 0 0 1

0 0 1 1 1
Die beiden Dreiecke stehen im Verhaltnis 3: 2. 7 C
Zu bestimmen ist die Abbildungsmatrix M fir Z L
beliebige Punkte P des Dreiecks ABC. A :
ABC - A'B'C’ e
P'=M- P, gesucht M! 1 &
-4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 6867 8 g 10

Losung:

10 -3\ /15 0 0\ /1 0 2 1.5 0 0
M=T2-Sk-T1=<0 1 4)-(0 1.5 0)-(0 1 —2>=<0 15 1>

0 0 1 0 0o 1/ \0o 0 1 0 0 1



Anhang 14

Korrektur einer Bildverzerrung

Agg. 11
Gegeben: Parallelogramm [ A(0|0) B(9,2]2,9) €(10,3|8,6) D(1,1]|5,7) ]

Gesucht: Korrigiere die Scherung — Rechteck [A4'(0]0) B’ (x5|0) C'(x¢|y.) D'(0|yp)]

Lésung:

1
Pl=Sh—1.P= 1 _tan((py) P = 57 - P
—tan(¢@y) 1

ABB. 12 (vergroRern)


https://www.pexels.com/de-de/@master-of-shots-1682233?utm_content=attributionCopyText&utm_medium=referral&utm_source=pexels

