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1 Einleitung  

Um die virtuellen Objekte an ihre vorgesehene Position in der 3D-Szene zu platzieren, 

müssen sie zuvor richtig skaliert, gedreht und verschoben werden.  

 

Abb. 1 

Die dafür benötigten mathematischen Verfahren beruhen auf der Multiplikation der Vertex-

Vektoren 𝑿 mit quadratischen (3 × 3)- bzw. (4 × 4)-Transformationsmatrizen. 

Die Matrix-Multiplikation ist assoziativ, aber im Allgemeinen nicht kommutativ!!! 

𝐴 ⋅ 𝐵 ≠ 𝐵 ⋅ 𝐴

𝐴 ⋅ 𝑿 ≠ 𝑿 ⋅ 𝐴
} 

(𝐴 ⋅ 𝐵) ⋅ 𝐶 = 𝐴 ⋅ (𝐵 ⋅ 𝐶)

𝐴 ⋅ (𝐵 ⋅ 𝑿) = (𝐴 ⋅ 𝐵) ⋅ 𝑿
} 

Im Besonderen kann eine Folge von Transformationen eines Vertex 𝑿 zu einer einzigen 

Transformationsmatrix zusammengefasst werden. 

𝑀3 ⋅ (𝑀2 ⋅ (𝑀1 ⋅ 𝑿) = (𝑀3 ⋅ 𝑀2 ⋅ 𝑀1)⏟        
𝑀

⋅ 𝑿 = 𝑀 ⋅ 𝑿 
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2 3D-Transformationen  

Die MATHEMATISCHEN GRUNDLAGEN  dabei sind die Koordinatentransformationen bei 

SKAL IERUNG , ROTATION UND VERSCHIEBUNG . Naheliegenderweise erzielt man 

 Skalierung durch Multiplikation mit einem Vergrößerungs- oder Verkleinerungsfaktor, 

 Verschiebung durch Addition eines Verschiebungsvektors und 

 Drehung durch Multiplikation mit Drehmatrizen. 

 

Abb. 2 

Die Reihenfolge ist wichtig! 

Die Reihenfolge der Transformationen ist entscheidend! Ü blicherweise wird ein Modell 

zuerst im MODEL-SPACE skaliert, dann in die passende Stellung gedreht, bevor es 

schlussendlich an den richtigen Ort geschoben wird. 

Abb. 4 zeigt den Einfluss der Reihenfolge bei Rotation und Translation. 

Zuerst a) drehen, dann verschieben 

 

Abb. 3 
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versus b) zuerst verschieben, dann drehen 

 

Abb. 4 

Da Drehmatrizen um den Koordinatenursprung drehen, ist das Ergebnis bei umgekehrter 

Abfolge ein anderes. Die vorgeschriebene Reihenfolge ist 

 1. Skalierung        2. Rotation        3. Translation  

Angewandt auf einen Vertex 𝑿 ergibt das also zuerst 𝑆(𝑋), dann 𝑅(𝑆(𝑋)) und zuletzt 

𝑇 (𝑅(𝑆(𝑋))). 

𝑿′ = (𝑇 (𝑅(𝑆(𝑿)))), 

2.1 Skalierung 

Skalierung mit Sperrung der Seitenverhältnisse 

Werden die Vertices einer Figur mit einem generellen Skalierungsfaktor 𝑐 multipliziert, dann 

entspricht das einer Skalierung mit Sperrung der Seitenverhältnisse.  

2,0 ⋅ [
4
2
1
] = [

4 ⋅ 2,0
2 ⋅ 2,0
1 ⋅ 2,0

] = [
8
4
2
] 

bzw. in Form einer Matrix: [
2,0 0 0
0 2,0 0
0 0 2,0

] ⋅ [
4
2
1
] = [

8
4
2
] 

Skalierung ohne Sperrung der Seitenverhältnisse 

Dabei kann jede Koordinate unterschiedlich skaliert werden. (Abb. 5) 
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Abb. 5 

[
4,0 ⋅ 1,20
6,0 ⋅ 0,75
1,0 ⋅ 1,00

] = [
5,0
4,5
1,0
] 

bzw. [
1,2 0 0
0 0,75 0
0 0 1,0

] ⋅ [
4
6
1
] = [

5,0
4,5
1,0
] 

Skalierungsmatrix    𝑆 = [

𝑐𝑥 0 0
0 𝑐𝑦 0

0 0 𝑐𝑧

] 

2.2 Rotation 

2.2.1 2D-Rotation 

Rotation in der [𝑥𝑦]-Koordinatenebene um den Koordinatenursprung: 

Abbildungsmatrix:    𝐷 = [
cos(𝜑) −sin(𝜑)
sin(𝜑) cos(𝜑)

] 

(Begründung siehe Anhang 3.1    unten) 

BEISPIEL  

 

Abb. 6 

Drehung um Zentrum 𝑍 = (0,0) und Drehwinkel 𝜑 = 30° . 

𝑅 = [
cos(𝜑) − sin(𝜑)

sin(𝜑) cos(𝜑)
] = [

0,866 −0,500
0,500 0,866

] 
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𝑋 = [
1
5
] → 𝑋′ = 𝑅 ∙ 𝑋 = [

0,866 −0,500
0,500 0,866

] ∙ [
1
5
] = [

−1,634
4,830

] 

Allgemein: 

𝑋′ = 𝑅 ∙ 𝑋 = [
cos(𝜑) −sin(𝜑)
sin(𝜑) cos(𝜑)

] ∙ [
𝑥
𝑦] 

2.2.2 3D-Rotation 

Rotation um eine Koordinatenachse im Koordinatenursprung 

Es geht um die gleiche Rotation wie eben in 2.2.1, allerdings in 3D formuliert. 

Dreidimensional gesehen ist obige Rotation eine Rotation um die 𝑧-Achse. 

Wir verwenden wie üblich ein rechtshändiges Koordinatensystem. Die 𝑧-Achse zeigt dabei 

aus der Bildebene heraus, weshalb wir immer in Richtung (−𝑧)-Achse blicken. 

 

Abb. 7: Rotation um die z-Achse 

Die Rotationsmatrix muss jetzt 3dimensional geschrieben werden. Bei einer Drehung um die 

𝑧-Achse ändern sich nur die 𝑥- und 𝑦-Koordinaten. Die 𝑧-Koordinaten aller Punkte eines 

Objekts ändern sich dabei nicht. 

𝑅𝑧 = [
cos(𝛾) −sin(𝛾) 0
sin(𝛾) cos(𝛾) 0
0 0 1

] 

𝑅𝑥 = [

1 0 0
0 cos(𝛼) −sin(𝛼)
0 sin(𝛼) cos(𝛼)

] 

𝑅𝑦 = [
cos(𝛽) 0 sin(𝛽)
0 1 0

−sin(𝛽) 0 cos(𝛽)
] 
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Bei einer Drehung um die 𝑦-Achse ändert sich die 𝑦-Koordinate nicht, der Rest entspricht 

einer 2dim-Drehung in der [𝑥𝑧]-Koordinatenebene. 

𝑋′ = 𝑅𝑦 ∙ 𝑋 = [
cos(𝛽) 0 sin(𝛽)
0 1 0

−sin(𝛽) 0 cos(𝛽)
] ∙ [

𝑥
𝑦
𝑧
] = [

cos(𝛽) ∙ 𝑥 + sin(𝛽) ∙ 𝑧
𝑦

cos(𝛽) ⋅ 𝑧 − sin(𝛽) ⋅ 𝑥
] 

Die Reihenfolge der Drehungen ist dabei wesentlich! Die Matrix-Multiplikation ist assoziativ, 

aber nicht kommutativ! (Abb. 8 und Abb. 9) 

𝑅𝑧 ⋅ 𝑅𝑦 ⋅ 𝑅𝑥 ≠ 𝑅𝑥 ⋅ 𝑅𝑧 ⋅ 𝑅𝑦 

 

Abb. 8: zuerst x, dann y, dann z      (𝑅𝑧 ⋅ (𝑅𝑦 ⋅ (𝑅𝑥 ⋅ 𝑋))) = (𝑅𝑧 ⋅ 𝑅𝑦 ⋅ 𝑅𝑥) ⋅ 𝑋   , jeweils um 90° gegen den Uhrzeigersinn 

 

Abb. 9:  zuerst y, dann z, dann x      (𝑅𝑥 ⋅ (𝑅𝑧 ⋅ (𝑅𝑦 ⋅ 𝑋))) = (𝑅𝑥 ⋅ 𝑅𝑧 ⋅ 𝑅𝑦) ⋅ 𝑋  , jeweils um 90° gegen den Uhrzeigersinn 

BEISPIEL  

Drehung von 𝑋 = (1, 5, −2) um die  𝑥-Achse: 𝛼 = 20° 

     𝑦-Achse: 𝛽 = 60° 

     𝑧-Achse: 𝛾 = 90° 

𝑋′ = (𝑅𝑧 ⋅ (𝑅𝑦 ⋅ (𝑅𝑥 ⋅ 𝑋))) = (𝑅𝑧 ⋅ 𝑅𝑦 ⋅ 𝑅𝑥⏟      

𝑅

) ⋅ 𝑋 = 𝑅 ⋅ 𝑋 = 

= [
0 −0,5 0,866
0,94 −0,296 −0,171
0,342 0,814 0,470

] ⋅ [
1
5
−2
] = [

−4,232
−0,198
3,472

] 
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2.3 Translation 

Die Translation kann durch die Addition der Vertices mit dem Verschiebungsvektor 

dargestellt werden. 

Verschiebungsvektor:   𝑋′ = 𝑋 + �⃑� 

 

Abb. 10: Translation 

𝑋′ = 𝑋 + [

𝑣𝑥
𝑣𝑦
𝑣𝑧
] = [

𝑥′

𝑦′

𝑧′
] ⟹  𝑋′ = 𝑋 + �⃑� = [

4
6
1
] + [

9
1
−3
] = [

13
7
−2
] 

 

Es geht aber bedeutend eleganter, und zwar ebenfalls mit Matrizen durch Verwendung 

sogenannter „Homogener Koordinaten“. Siehe Kapitel 2.4 „Transformationen in homogenen 

Koordinaten“ 

2.4 Transformationen in homogenen Koordinaten (3D  4D) 

Während die Rotation und die Skalierung mit Multiplikation geeigneter Matrizen berechnet 

werden kann, gelingt dies bei der Translation so nicht.  

KUNSTGRIFF  

Die Verwendung homogener Koordinaten bedeuten (vorübergehend) die Erweiterung der 

Dreidimensionalität durch eine vierte Koordinate: 

(𝒙, 𝒚, 𝒛) → (𝒙, 𝒚, 𝒛,𝒘) 
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Punkte   𝑤 = 1  (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) 

Vektoren 𝑤 = 0  (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) 

Skalierungsmatrix 𝑆 = [

𝑐𝑥 0 0 0
0 𝑐𝑦 0 0

0 0 𝑐𝑧 0
0 0 0 1

]   
det(𝑆) = 𝑐𝑥 ⋅ 𝑐𝑦 ⋅ 𝑐𝑧 ≠ 0

falls𝑐𝑥, 𝑐𝑦, 𝑐𝑧 ≠ 0
 

Rotationsmatrizen 𝑅𝑥 = [

1 0 0 0
0 cos(𝛼) −sin(𝛼) 0
0 sin(𝛼) cos(𝛼) 0
0 0 0 1

]  det(𝑅𝑥) = 1 

   𝑅𝑦 = [

cos(𝛽) 0 sin(𝛽) 0
0 1 0 0

− sin(𝛽) 0 cos(𝛽) 0
0 0 0 1

]  det(𝑅𝑦) = 1 

   𝑅𝑧 = [

cos(𝛾) − sin(𝛾) 0 0

sin(𝛾) cos(𝛾) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

]  det(𝑅𝑧) = 1 

Translationsmatrix 𝑇 = [

1 0 0 𝑡𝑥
0 1 0 𝑡𝑦
0 0 1 𝑡𝑧
0 0 0 1

]   det(𝑇) = 1 

 

Durch diese Erweiterung lassen sich alle geometrischen Transformationen als 

Multiplikation mit Matrizen 

bewerkstelligen. 

BEISPIEL   𝑋 = (1, 5, −2) 

1. Skalierung: 𝑆 = [
7 0 0
0 2 0
0 0 0,5

] ⟶ [

7 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0,5 0
0 0 0 1

]  

2. Rotation 𝜑 = +60° um die 𝑦-Achse: 𝑅𝑦 = [

cos(60°) 0 sin(60°) 0
0 1 0 0

− sin(60°) 0 cos(60°) 0
0 0 0 1

] 

3. Translation �⃑� = [
5
−3
11
] ⟶ 𝑇 = [

1 0 0 5
0 1 0 −3
0 0 1 11
0 0 0 1

] 
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𝑋′ = (T ⋅ 𝑅𝑦 ⋅ S) ⋅ 𝑋 = 

= ([

1 0 0 5
0 1 0 −3
0 0 1 11
0 0 0 1

] ⋅ [

0,5 0 0,866 0
0 1 0 0

−0,866 0 0,5 0
0 0 0 1

] ⋅ [

7 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0,5 0
0 0 0 1

]) ⋅ 𝑋 = 

= [

7 ⋅ 0,5 2 ⋅ 0 0,5 ⋅ 0,866 5
7 ⋅ 0 2 ⋅ 1 0,5 ⋅ 0 −3
7 ⋅ −0,866 2 ⋅ 0 0,5 ⋅ 0,5 11
0 0 0 1

] ⋅ [

1
5
−2
1

] = [

7,634
7

4,438
1

] =̂ [
7,634
7

4,438
] 

SkalierungRotationTranslation folgt dabei immer folgendem Schema: 

[

1 0 0 𝒕𝒙
0 1 0 𝒕𝒚
0 0 1 𝒕𝒛
0 0 0 1

] ⋅ [

𝛼 𝛽 𝛾 0
𝛿 𝜀 𝜂 0
𝜗 𝜇 𝜆 0
0 0 0 1

] ⋅ [

𝒄𝒙 0 0 0
0 𝒄𝒚 0 0

0 0 𝒄𝒛 0
0 0 0 1

] =

[
 
 
 
𝛼 ⋅ 𝒄𝒙 𝛽 ⋅ 𝒄𝒚 𝛾 ⋅ 𝒄𝒛 𝒕𝒙
𝛿 ⋅ 𝒄𝒙 𝜀 ⋅ 𝒄𝒚 𝜂 ⋅ 𝒄𝒛 𝒕𝒚
𝜗 ⋅ 𝒄𝒙 𝜇 ⋅ 𝒄𝒚 𝜆 ⋅ 𝒄𝒛 𝒕𝒛
0 0 0 1 ]

 
 
 

 

BEMERKUNG :  Da die Transformationsmatrizen quadratisch und ihre Determinanten ungleich 

Null sind, sind sie invertierbar. Jede Transformation kann also wieder rückgängig gemacht 

werden. 

𝑅𝑥,𝑦,𝑧,𝜑
−1 = 𝑅𝑥,𝑦,𝑧,−𝜑   und   𝑇𝑡𝑥,𝑡𝑦,𝑡𝑧

−1 = 𝑇−𝑡𝑥,−𝑡𝑦,−𝑡𝑧 

2.5 Weitere Algorithmen der Vektorrechnung 

DAS KREUZPRODUKT -  ZUR BERECHNUNG VON FLÄ CHEN ,  ROTATIONSWINKELN ,  

ACHSENVEKTOREN ETC .  

Dreiecksfläche            𝐴⊿ =
1

2
⋅ |�⃑� × �⃑⃑�| 

Rotationswinkel: Ein Objekt soll von einer Anfangsposition in eine gewisse Endposition 

gedreht werden. Das Kreuzprodukt dient dabei dazu, die Rotationsachse zu finden (Abb. 11) 

 

Abb. 11: Bestimmung der Rotationsachse mit Hilfe des Vektorproduktes 
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Achsenvektoren    Gesucht ist das vervollständigte Koordinatensystem der Kamera. Gegeben 

sind bereits die Einheitsvektoren �̂�′ und �̂�′: 

�̂�′ = �̂�′ × �̂�′ 

 

DAS SKALARPRODUKT -  ZUR BERECHNUNG VON W INKELN  

Beispiel: Das Skalarprodukt liefert obigen Rotationswinkel. 

𝜑 = ∡(�⃑�, �⃑�′) = cos−1 (
�⃑� ⋅ �⃑�′

𝑎 ⋅ 𝑎′
) 

(𝑎 = |�⃑�|; 𝑎′ = |�⃑�′|) 

 

Abb. 12 

Sind die Vektoren normiert, also im Fall von 𝑎 = 𝑎′ = 1, dann gilt 𝜑 = cos−1(�⃑� ⋅ �⃑�′) 
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3 Anhang  

3.1 Begründung der Drehmatrix-Formeln 

(ANHANG ZUR 2D-ROTATION)  

Betrachten wir zuerst nur die Drehung der Basisvektoren �̂� = [
1
0
] und �̂� = [

0
1
]. 

�̂� = [
1
0
] →  �̂�′ = [

cos(𝜑)
sin(𝜑)

] und  �̂� = [
0
1
] → �̂�′ = [

−sin(𝜑)

cos(𝜑)
]     (Siehe Abb. 13) 

 

Eine allfällige Drehmatrix muss also folgende Bedingung erfüllen: 

𝐷 ∙ [
𝟏
𝟎
] = [

𝑑11 𝑑12
𝑑21 𝑑22

] ∙ [
1
0
] = [

𝑑11
𝑑21
] = [

𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑠𝑖𝑛(𝜑)
] 

𝑑11 = cos(𝜑) ; 𝑑21 = sin(𝜑) 

  

Abb. 13 

Ähnliches gilt für den zweiten Basisvektor: 

𝐷 ∙ [
𝟎
𝟏
] = [

𝑑11 𝑑12
𝑑21 𝑑22

] ∙ [
0
1
] = [

𝑑12
𝑑22
] = [

−sin(𝜑)

cos(𝜑)
] 

𝑑12 = −sin(𝜑) ; 𝑑22 = cos(𝜑) 

𝐷 = [
cos(𝜑) −sin(𝜑)
sin(𝜑) cos(𝜑)

] 

Dass diese Drehmatrix für jeden Punkt 𝑋 = [
𝑥
𝑦] gültig ist, zeigt folgende Ü berlegung. 
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𝐷 ∙ 𝑋 = 𝐷 ∙ [
𝑥
𝑦] = 𝐷 ∙ ([

𝑥
0
] + [

0
𝑦
]) = 𝐷 ∙ [

𝑥
0
] + 𝐷 ∙ [

0
𝑦
] = ⋯ 

… = 𝐷 ∙ 𝑥 ∙ [
1
0
] + 𝐷 ∙ 𝑦 ∙ [

0
1
] = 𝑥 ∙ (𝐷 ∙ [

1
0
]) + 𝑦 ∙ (𝐷 ∙ [

0
1
]) = 

= 𝑥 ∙ [
𝑐𝑜𝑠(𝜑)
𝑠𝑖𝑛(𝜑)

] + 𝑦 ∙ [
−𝑠𝑖𝑛(𝜑)
𝑐𝑜𝑠(𝜑)

] = [
𝑐𝑜𝑠(𝜑) −𝑠𝑖𝑛(𝜑)
𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

] ∙ [
𝑥
𝑦] = 

= [
𝑐𝑜𝑠(𝜑) −𝑠𝑖𝑛(𝜑)
𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

] ∙ 𝑋 

Die Drehmatrix, die die Basisvektoren dreht, dreht auch jeden beliebigen Punkt. 

 

3.2 3D-Rotation um eine beliebige Achse  

 

Abb. 14 

Die Rotationsmatrix 𝑹�⃑⃑�,𝜶 für eine Drehung einer Figur um den Winkel 𝛼 um eine beliebige 

Achse 𝑟 = 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  erfordert mehrere Schritte. Dabei wird zuerst die Rotationsachse 𝑟 in die 𝑧-

Achse des Koordinatenursprungs transferiert („World to Local“), dort die gewünschte 

Drehmatrix 𝑹𝒛,𝜶 angehängt und danach wieder zurück transferiert („Local to World“). 
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1. TRANSFORMATION „World to Local“ 

a. Translation der Drehachse 

𝑟 = 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

in den Ursprung des 

Koordinatensystems: 

𝑇𝑟→𝒪 =̂ 𝑇−𝐴 = [

1 0 0 −𝑎𝑥
0 1 0 −𝑎𝑦
0 0 1 −𝑎𝑧
0 0 0 1

] 

 

 
Abb. 15: Translation in den Ursprung 

b. Drehung in die [𝑦𝑧]-Ebene: 

Θ = tan−1 (
𝑟𝑥
𝑟𝑧
) 

𝑅[→𝑦𝑧] = [

cos(Θ) 0 sin(Θ) 0
0 1 0 0

− sin(Θ) 0 cos(Θ) 0
0 0 0 1

] 

 

Abb. 16: Drehung in die [𝑦𝑧]-Ebene 

c. Drehung um die 𝑥-Achse in die 𝑧-Achse: 

ϕ = tan−1 (
𝑟𝑦

√𝑟𝑥2 + 𝑟𝑧2
) 

𝑅[𝑧] = [

1 0 0 0
0 cos(𝜙) −sin(𝜙) 0
0 sin(𝜙) cos(𝜙) 0
0 0 0 1

] 

 

Abb. 17: Drehung um die 𝑥-Achse 
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2. ROTATIONSMATRIX FÜ R DEN GEWÜ NSCHTEN DREHWINKEL 𝛼 um die z-Achse: 

𝑹𝒛,𝜶 = [

cos(𝛼) − sin(𝛼) 0 0
sin(𝛼) cos(𝛼) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 

3. RÜ CKTRANSFORMATION „Local to World“:   

Die Rücktransformation nach der Drehung erfolgt in umgekehrter Reihenfolge: 

𝑹[𝒛]
−𝟏 → 𝑹[→𝒚𝒛]

−𝟏 → 𝑻�⃑⃑�→𝓞
−𝟏  

Dies ergibt für jeden Vertex 𝑌 im lokalen Modell die Multiplikationskette 

(𝑇𝑟→𝒪
−1 ⋅ (𝑅[→𝑦𝑧]

−1 ⋅ (𝑅[𝑧]
−1 ⋅ 𝑌))) 

(Alle Translations- und Rotationsmatrizen sind invertierbar!) 

Auf Grund der Assoziativität der Matrixmultiplikation lässt sich die gesamte 

Transformationskette für die Rotation um die Achse 𝑟 = 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  in einer einzigen 

Transformationsmatrix 𝑹�⃑⃑�,𝜶 zusammenfassen. 

𝑹�⃑⃑�,𝜶 = 𝑇𝑟→𝒪
−1 ⋅ 𝑅[→𝑦𝑧]

−1 ⋅ 𝑅[𝑧]
−1

⏟            
𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝑡𝑜𝑊𝑜𝑟𝑙𝑑

⋅ 𝑹𝒛,𝜶 ⋅ 𝑅[𝑧] ⋅ 𝑅[→𝑦𝑧] ⋅ 𝑇𝑟→𝒪⏟            
𝑊𝑜𝑟𝑙𝑑𝑡𝑜𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙

 

Die 3D-Rotation um eine beliebige Rotationsachse lässt sich somit auch durch eine einzige 

Matrixmultiplikation mit allen Vertices 𝑋 des Modells berechnen. 

𝑋′ = 𝑹�⃑⃑�,𝜶 ⋅ 𝑋 

Bildliche Zusammenfassung: 

 

Abb. 18: Transformation  𝑋′ = 𝑹�⃑⃑�,𝜶 ⋅ 𝑿 


