Matrizen

Rechnen mit Tabellen
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1 Vektoren versus Matrizen

VEKTOREN SIND LISTEN, MATRIZEN SIND TABELLEN

U1
Vektor: V= <v2> , 1 ER

a1 Q12
Matrix: M=1ayy az |, a;j eER

e Einen X m — Matrix besteht aus n Zeilen und m Spalten.

e Einen X 1 - Matrix ist ein Spaltenvektor.
e Eine 1 X m — Matrix ist ein Zeilenvektor.

e Einen X n— Matrix heillt quadratisch.

SPEZIELLE MATRIZEN

Transponierte Matrix MT

Vertauscht man Zeilen und Spalten einer Matrix M so erhadlt man die sogenannte

transponierte Matrix:
2 5
(2 3 -1 T _
z.B..M—(S e 0) M _(_31 —02>

Quadratische n X n — Matrizen
1 2 3
zB.M=14 5 6
7 8 9
Nullmatrix und Einheitsmatrix

0 0
Nullmatrix: 0=<0 0 ) Einheitsmatrix: [ =

cor
-~ orR O

PR OO

quadratisch!!!



2 Rechenoperationen bei Matrizen
Addition
Es kdnnen nur Matrizen gleichen Typs addiert werden!
ai; Qi bi1 by - aj, +byy aq;+byp
A+B=<a21 az; --->+<b21 b,, --->=<a12+b21 azy + bay >

Beispiel: A + B = (; i) + (; g) = (160 182)

Subtraktion

Die additiv inverse Matrix definiert die Subtraktion.

aj;; Agp —by1 —bi, - a1 — b1 a;p;— by
A—B =: <a21 ar, ) + —b21 _b22 el =1 a2 — b21 Ayp — b22

nxm nxm nxm

Beispiel: A — B = (é i) - (? g) = (:i :i)

Skalarmultiplikation

Multiplikation mit einer Zahl.
a11 a12 cee 'r'-al1 T.alz cee
T'A=T"<a21 yy | =T Ay1 T 04y "’) , relR

Beispiel: 3 - (:)1) i) = (c3) 162)
Multiplikation

Die Matrixmultiplikation ist nicht immer méglich! Sie ist nur definiert, wenn die
Spaltenanzahl der ersten und die Zeilenanzahl der zweiten Matrix lGbereinstimmen!

A-B =A-B
[ - ——
nxm mxk nxk

a1 Az bll b12 C11 Cip m
A-B=\|az1 Gy - |"|byy by, - |=|C1 C2 | ,Cj= Z Qs " bs;

Das Produkt zweier Matrizen wird Zeile mal Spalte éhnlich dem Skalarprodukt bei Vektoren
ermittelt. Das Ergebnis ist wieder eine Matrix!



DIE MATRIXMULTIPLIKATIONEN VON ZEILE MIT SPALTE IM DETAIL:

C11: Zeilel mal Spaltel

R

C,1: Zeile2 mal Spaltel

A.B:<4 ; 6)(5 >:<4.1+5.3+6.5 )

c31: Zeile3 mal Spaltel

(s )

C12: Zeilel mal Spalte2

TR T RO

Coo: Zeile2 mal Spalte2

DRI

C3o: Zeile3 mal Spalte2

L M

Ergebnis:

4-2+5-4+6-6>

7-2+8-4+9-6>

1 2 3 1 2 22 28
AB=(4 5 6|3 4|=|49 64
7 8 9 5 6 76 100



3 Rechenregeln

Fiir geeignet dimensionierte Matrizen gelten die liblichen Rechengesetze, allerdings ist die
Matrixmultiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ!

A-B+B-A
Addition:
A+B=B+A
(A+B)+C=A+B+0)
A+0=A
Multiplikation:
(A-B)-C=A-(B-0)
(r-A)'B=A-(rB)=r-(A-B),reR
C-(A+B)=C-A+C-B
(A+B)-D=A-D+B-D

(4-B) =BT AT

Nur fiir quadratische Matrizen:

Al=1-A=A

A"=A-A-..-A, A% =1, A-At =1

n

Matrix mal Vektor = Vektor

a1 QA2 v %1 41
Arv=[az azp | |\V2]=|W2]=W

Quadratische Matrizen verandern dabei nicht die Dimension des Vektors!



4 Die multiplikativ Inverse A-Z— Die Division

Die Division steht fiir die Umkehrung der Multiplikation durch die multiplikativ Inverse!

1 0 0
Aat=ata=1=(0 o0
Beispiel
A= 3)
A-A71= (i g) . (Z Z) = (é g) = [ ... fahrt auf ein Gleichungssystem hinaus!

Voraussetzung fur die Losbarkeit ist auf jeden Fall, dass die Matrix quadratisch ist. Aber auch

dann ist eine LOsung nicht gewahrleistet!

2a+5c=1

la+3c=0 _ 3 =5
A7l =

2b+5d =0 (—1 2)

1b+3d=1

Die multiplikativ Inverse A~ existiert nicht immer!!!

Definition: Existiert A™1, so heilt A reguldr.



5 Die Determinante einer quadratischen Matrix

Die Determinante gibt es nur fiir quadratische Matrizen und ist sozusagen ihr ,,Betrag”!

Determinanten wurden als Hilfsmittel zum Losen von Gleichungssystemen erfunden und erst
spater als Eigenschaften von Matrizen definiert. Die Determinante hat auch gleichzeitig als
,Betrag” eine geometrische Bedeutung.

Schreibweise: det(4) = |A]|

5.1 Die Determinante einer 2 X 2-Matrix

a1 Qg2
a1 Az

det(4) = |A]| = ( ) = Aq10a22 — A10412

Merkregel: ,Hauptdiagonale minus Nebendiagonale”

(all a12)
a{%azz

Beispiel
_ (5 2 _ S 2\_ |5 2| _c. 4 _a2.9_
A_(3 4), det(A)—det(3 4)_3 Y =5-4-32=14

5.2 Die Determinante einer n X n — Matrix

Die eigentliche Definition eine Determinante definiert sie als eindeutige Abbildung mit ganz
bestimmten festgelegten Eigenschaften, auf die wir hier nicht ndher eingehen. Aus diesen
Eigenschaften ergeben sich Mdéglichkeiten der Berechnung.

So lasst sich die Determinante einer n X n — Matrix (n > 2) rekursiv berechnen. Dabei wird

der Wert der Determinante auf kleinere Unterdeterminanten zuriickgefihrt.

Beispiel 3 X 3

ENTWICKLUNG NACH DER 1. SPALTE:

Die Elemente der 1. Spalte werden der Reihe nach herausgehoben, ihre jeweilige Zeile und
Spalte geldscht und die Ergebnisse abwechselnd addiert und subtrahiert.

a1 Q12 Qg3 aiz Qi3 a1z Qg3
det(4A) = |[A| = |G21 Q22 Q23| =a, - Qzz Q3| —ay - tasz; - Gzp Qp3| =
a3y dzz dss A3z 0Qzz a3z dss
—ay |a22 a23| oy, - |a12 a13| o |a12 a13|
azp; 0ass azp 0Ass Gz Qz3



Beispiel 4 X 4

|v| ergibt betragsmaRig den Inhalt der dazugehorenden

218 13 -4 215 215 21 5
det@)=lAl=|c o, [|=3"]6 0 1]|-2-/6 0 1{+5-|1 3 —4|-(-2)-|1 3 —4|=
5 10 a 10 4 10 4 10 4 6 0 1
— . . O 1 — . 3 _4 e — - - 0 1 —_— e - = e &= e *
=3-[1 0 4| 6|0 4|+ |-2-]2 0 4| |+5 [.1+2-[.]==-374
5.3 Determinante und Betrag
Vektor
Der Betrag eines Vektors entspricht der GroRe der zugehérenden Distanz.
_ (> ‘
Der Vektorv = 3 ,
2 5,83
1

Parallelogrammflache. o

2 X 2-Matrix
Der Betrag der Determinante einer 2 X 2-Matrix entspricht der GréBe einer
dazugehorenden Parallelogrammflache.

Die Matrix A = (5 2

3 4) besteht aus zwei Spaltenvektoren:

2= (1D

|det (A)| = 14 ergibt betragsmaRig den Inhalt der
dazugehorenden Parallelogrammflache.

O S S
1
=N
[——

—_
o

3 X 3-Matrix

5 2 6
Die Matrix A = (3 4 1) besteht aus drei Spaltenvektoren:

-

|det (A)| = |—8| = 8 ergibt betragsmaRig den Inhalt des
dazugehorenden Parallelepipeds.



https://matrixcalc.org/de/

6 Ubungen

1=, s

5 6

1 2 3
(456

7 8 9

1 Gegeben sind die Matrizen A, B, C, bzw. die Vektoren D und E.

2) B=<é 421) C=

1
)D=(1 2 3) E=<2>
3

Welche der folgenden Multiplikationen lassen sich berechnen?

O A-B O B-C O c-D O D-E
O B-A O c? OD-C O C-E
Gegeben sind die Matrizen A, B, C.
5 0 4 1 3 =2 0o 2 -1
A=|-3 2 6 B=|0 0 2 cC=(2 1 3
4 1 -1 5 1 4 -2 0 2
BerechneM = (A—2B)-C
Gegeben sind die Matrizen A und B.
1 1 2
3 2 -4 11
A= ( ) B ( ) C= < 2 0 3)
7 5 -3 8 1 2 2
Berechne: a) A-B b) A~ *und B! c) det(4)
-18 49 5 -2\ (—18 -11
Lsg: (—43 117) ’(—7 3) ( 3 —4)’ L, =5
4 Trikotpreise in Anhangigkeit von GroRe und Design:
HerrenS | HerrenL | Damen S | Damen L
uni 20€ 21€ 19€ 20€
gestreift 23 € 25 € 22 € 24 €
zweifarbig 30€ 33€ 29 € 31€
GroRenubersicht der Mannschaften A und B:
Mannschaft A Mannschaft B
Herren S 10 12
Herren L 5 4
Damen S 14 12
Damen L 11 8

O A2
Oc-1

d) det(C)

Multipliziere die Tabellen in Form von Matrizen! Was stellt das Ergebnis dar?



