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EINLEITUNG

Der Begrifix { LJt A yt@ldatted skt ays dem Schiffbar bezeichnet dabei eine diinne lange,
durch Fixierungen in die richtige Form gebogene Latte. (Wikipedia)
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Abbildung 1: Skarlatte (Spline)

Um gebogene Formen geht es auch in der Mathematik. Daidlein vorgegebene Punkte durch eine Linie,
einer sogenannten SpliA€urve, verbunden werden.

Dies kdnnen Messpunkegner Messreiheseinoder in CAEZeichnungen vom Designer definierte Punkte
einer Linie etc.
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Abbildung 2

Unterschiedliche Verfahrefiihren zu unterschiedlichen Kurventypen.
Man unterscheidetnterpolierendeund approximierendeKurven.

Bei der Interpolation spricht man vastitzpunkten bei der Approximation voKontrollpunkten
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Abbildung3: Interpolation versus Approximation



INTERPOLATIONT $LINES

Das Zietler Interpolation durch Splindgst es gegebene Punkte durch eiperfekt glatte Kurve zu
verbinden.Dabeibestehteine Splinekurve stiickweise aaisPolynomfunktionen die je zwei benachbarte
Punkteverbinden undan den Randern glatt in den nachsten Splineabschnitt Ubergeh
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Abbildung 4

Es wirdsomitnicht angestrebt, allé  p Punkte durch eine einzige Polynomfunktion héheren Grades zu
verbinden wasunter UmstanderzuungewolltenKurvenoszillationefiihren kann

Kubische Splines

Fur die Splineabschnitte werden tblicherweise Polynomfunktionarimalo. Gradesverwendet
sogenante kubische Splines
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Danit stehenbereitsvielfaltige Formen zur Verfigunbiegen etliche Punkte auf einer geraden Linie,
dann sind®d und’Q gleich NullDurch die Beschrankung auf kutiie Splinesvird die Komplexitatin
Grenzen gehalter{Abbildungb)
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Geometrische Stetigkeit

Die sogenanntgeometrische Stetigkeibeschreibt, wie gut die einzelnen Abschnittean den
Kontaktstellen zueinanderpassen.
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Abbildung 6

Definition Qifferentiationsklassen

0  Stetigkeit Die Kurven haben Kontakt @ i
6  Stetigkeit Die Kurven haben Kontakhd gleichen Anstiegl =~ i ® e
6  Stetigkeit Die Kurven haben Kontakt, Anstieg und Krimmglegch 6 ~ ieee © i 2

Der letzte Punkt ilbbildung6 ist nichtd -stetig, da die Kurven dort abrupt die Krimmuigdern Die
Lenkung eines Autaniissteaugenblicklictvon links nach rechtspringen

DieSplineSegment i ¢k w
DiegesuchteSplinefunktion'Yist abschnittsweisgn &€ Segmentd unterteilt, definiert.
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Die Bedingungen

Kubische Splinefunktiondn @ & ®® ® & Q & haben je Teilsegmertzu bestimmende
Kceffizienten( ¢ oo Foo AQ ).

Folgende Bedingungen sind dabei zu erfillen:
Flrjedes Segmerilt:
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Bei¢ Abschnitten sind das  p Stiitzpunkte und  p innere Punkte (Ubergéange). Jeder innere Punkt
erfillt 2 Funktionsgleichungem (undi ), sowie 1 Ubergangsbedingung ( i ). Die Endpunkte
erfillen je eine Funktionsgleichg ( undi ).

Zusammen ergibt das fiir die zu bestimmendérKoeffizienten

£ ptr C ¢ ¢

Bestimmungsigichungen.
Fir diefehlenden 2 Gleichungen kénnen gewisse Randbedingungemgezogen werdemwie z.B.
Steigung oder Kriimmung des Splinés[0 i 0  oderi 0 Hee0 1.

Beispiell
Gegeben ist das Intervafftfp vmit den Stiitzpunkte® bis0O (siehe Abbildung)Gesucht ist eia
kubische Splinekurve S.
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Abbildung 7
Die Gleichungen:
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Siehe aucfabellel!



Tabelle

a0 bo c0O do al bl cl di a2 b2 c2 d2
Po- 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0=1
Pi- s 1 5 25 125 0 0 0 0 0 0 0 0 =3
Pi- s 0 0 0 0 1 5 25 125 0 0 0 0 =3
P- st 0 0 0 0 1 10 100 1000 0 0 0 0 =3
P- s 0 0 0 0 0 0 0 0 1 10 100 1000 =3
Ps- s 0 0 0 0 0 0 0 0 1 15 225 3375 =9
Pi- s'=9' 0 1 10 75 0 -1 -10 -75 0 0 0 0 =0
P- s'=9g 0 0 0 0 0 1 20 300 0 -1 -20 -300 =0
Pi- s"=g" 0 0 2 30 0 0 -2 -30 0 0 0 0 =0
P- s"=g" 0 0 0 0 0 0 2 60 0 0 -2 -60 =0
? Randbed. 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =0
? Randbed. P 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 675 =3,3
Tabellel
51 & S NAA o-GleicBungssystem, die Koefiizientstatrix ist leicht schattiertin ein

entsprechendes Lésungstool eingesetzt (online oder siehe beigefligtel®ated) ergibt die Losung
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Quadratische Splines
Bei quadratischen Splines sind die Teilfunktionen Parabeln.
i o © O
Dabei kann fur den zusammengesetzten Spline swaund 6 - Stetigkeit erzielt werden, aber nicht
mehrd - Stetigkeit, da die Krimmurfgjer von den Stiitzpunktennabhéngigist{ @ ¢& )

Fur die zu bestimmendeat Koeffizientererhalt man

¢ pto q ot p
Gleichungen, alsbleibt noch 1 frei wahlbare (Randbedingung &tibrig.

Beispiel2
Gegeben ist das Intervafftip umit den Stiitzpunkte® bis0O ausBeispiel 1Gesucht ist eine
guadratische Splinekurve S.
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Abbildung9



Aufgaben
Al Gegeben isfbbildunglO. Sie zeigt ein stilisiertesf ¢ > 06 SaG§SKSYR | dza R8I .0 SARSyYy

a) Ermittle die Bestimmungsgleichungen und trag die fehlenden Wertalelle2 ein.
b) Berechne den zugehérenden Sploherch Losen des Gleichungssystems mit entsprechendem
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Abbildung 10
a0 b0 cO do al bl cl di
Po -
Pi- % 1 1 1 1 0 0 0 0 3
Pi- s
Po- s 0 0 0 0 1 2 4 8 5
P- =g 0 1 2 3 0 -1 -2 -3 0
Pi- s"=g"
? Randbed. P o
2 Randbed. P » 0 0 0 0 0 1 4 120
Tabelle2
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A2 Rekonstruiere den Schwung der Augenbraue durch kubische Splines!

Abbildung12: f A | A | A ,v | nv | h

Ldsung:
i ® ¢(dw 1Tww pIfo@d pTo @y
i pndeog Wt w xTptd plfto@

A3 Modelliere den dargestellten Teil des Unterarms mit kubischen SpliBeshe Abbildung)

a) Ermittle dieerweiterte Matrix der Bestimmungsgleichusg
b) Ermittle gegebenenfalls auch die Splinefunktionen!

Abbildung12: Runner= 8 h8 | 8h8 fF 8h8 | 8hs v | snv |

8

a0 b0 c0 do al bl cl dl a2 b2 c2

d2

[-202369/600+73309/749 x+ -2737/300 x"2+ 67/240 X3 | 26074/63 +-19457/209 x+2443/346 x"2+ - 34/191 x"3 | -69441/160+16411/160 x+ -2501/313 x 2+ 21/101 x"3 ]




APPROXIMATION MIT SPLINES

Abbildungl3 zeigt einen approximierenden Spline. Approximierend insofern, als die Kurve nicht exakt
durch die Punkte verlauft, sondern etwas gedampft (ausgleichend) dazwischen. Man spricht auch nicht
mehrvon Stiitzpunkten, sondern vdontrollpunkten0 .

Wir beschranken uns vorerst aufiadratischeB-Splines(Polynomgrad} ¢).
Sie sind neben den kubischefBBlines Ublich, da sie glatte Kurven bei vertretbarem Rechenaufwand

ergeben.
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Abbildung13a) geklemmterSpline b) offener Spline

Die Splinekurve entsteht jetzt wieder durgiIsammensetzung von Kurvensegmeriterdie sich hier
aber nicht durch einfaches aneinanderreinen ergeben, sondern durch UberlagesarRpsisSplines (B
Splines)Dabei unterscheidet man offene Splines von geklemmten Sphi®ed.etzteren verlangt man
einen exakten Verlauf durch Anfangsmd Endpunkt. Bei offenen Splines werden hingegen Anfamgs
Endabschnitt weggelassen.

Ein Punkt deiSplinelurve errechnetsich aus dem Zusammenspiglehrerer Kontrollpunkte seiner
unmittelbaren Umgebung!

Beispiel
Fehler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werdezeigt die Berechnung eines Splinepunidesls
Kombination debenachbartgegebenerPunkte, in diesem Fall b und0 : 0 tfp& 0

vipg 0 ofp® - & T8fE

1=100%

Abbildung 14

Dazuwird jedem Datenwert (Kontrollpunki ) sogenannterBasisSplines (ESplines)—~>_ 0 & oder
kurzO @ in Formeinen Df 2 O1 S guf stzMi@l ®xira rioch eingegangerugeordnet.
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Sie haben an der Stelle des KontrollpunktesMaximum und Uberlappen sich mit den benachbarten

B-Splines—><_.

Die Abbildung zeigt die Situation an der Steile Tha Dorthat) noch einerWert von 0.18() &

und® einen Wert von 0.08.

Das heift, der Splinepun&tberechnet sich als Kombination vpny B , 74%0 und nury PO .

© 18%0 + 74%0 + 8%0 | BO 180 p pmmb
8 8 8
Y180 0 wid myetd mxTtd M@ Yio
e L omd O mrg © 8 o o reofp®
pg Py Py p8 YT

Fir die gesuchte Splinefunktioy die die Messdatenkurve sanft (smooth) approximieren soll, gilt

Yoo 0 wid 8

Die Summe kann immer den gesamten Definitionsbereich umfassen, da an besagtebiSteiler nuro benachbarte BasiSplines einen

Wert ungleich Null annehmen.

Die BSplineBasisfunktion o w flr quadratische Splines

Knotenvektor
DiecyAchse wird in Abschnittebfto  unterteilt. Die Abschnittsgrenzen heiR&motenc (Zeicherk)
und werden imKnotenvektork ¢ R B fo  zusammengefasst.

Ein Spline und der zughotrige Knotenvektor heieform, wenn die Knoten aquidistante Aisde
M w w aufweisen.

Basisfunktion)

Definition (Basisfunktio® & zum BasisKnotenvektorK )

DerKnotenvektoiist

K o npio o

DieBasisfunktiony @ ist definiert als

(7 goo nthp
rr
P : . ~
oh Er @ T o e o pf
rr
L P .
RO CO e w ¢fo
w i i €¢i O

(Siehe  Abbildungl5)
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Die Basisfunktiob setzt sich somit aus drei quadratischen Polynarhe ;  zusammen und hat als

sogenannterragerlediglich das Knotenintervalitho , da sie nur dort ungleich null ist.

Abbildung 15

Offene BSplineKurven

Beispielg Messdaten

Kontrollpunkte - | |- |+ F F F I O}
Knoten ) o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Datenwerte) ~ 60 50 40 50 30 20 50 40 50 40

Abbildung16 a) b)

Jedem Kontrollpunkb wird gemaRAbbildungl4 ein GewichtungsB-Splinel & zugeordnet.
Die die Messdaterapproximierende Spliraurve ergibt sich dandurch

Yo 0 w0 0 wtd O wtd E O wtd

Dabei sind die eirtnen Gewichtsfunktionen untereinander Kopi@bbildungl?)
0 o 0 o 0

mit @ @ 'QSie leiten sich alle, sofern es sich um quadratiseBplBes handg vonder
Basisfunktior! L @ her, die inAbbildungl7 strichliert eingezeichnet ist.

=« ) Hgl.c qgé p 0 FEEQQUWOETQR p g p np & 1§ ¢
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