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EINLEITUNG 
Der Begriff α{ǇƭƛƴŜά όŘǘΦ {traklatte) stammt aus dem Schiffbau. Er bezeichnet dabei eine dünne lange, 

durch Fixierungen in die richtige Form gebogene Latte. (Wikipedia) 

 

Abbildung 1: Skarlatte (Spline) 

Um gebogene Formen geht es auch in der Mathematik. Dabei sollen vorgegebene Punkte durch eine Linie, 

einer sogenannten Spline-Kurve, verbunden werden. 

Dies können Messpunkte einer Messreihe sein oder in CAD-Zeichnungen vom Designer definierte Punkte 

einer Linie, etc. 

 
Abbildung 2 

Unterschiedliche Verfahren führen zu unterschiedlichen Kurventypen.  

Man unterscheidet interpolierende und approximierende Kurven. 

Bei der Interpolation spricht man von Stützpunkten, bei der Approximation von Kontrollpunkten. 

 
Abbildung 3: Interpolation versus Approximation 
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INTERPOLATION MIT SPLINES 
Das Ziel der Interpolation durch Splines ist es, gegebene Punkte durch eine perfekt glatte Kurve zu 

verbinden. Dabei besteht eine Splinekurve stückweise aus ὲ Polynomfunktionen, die je zwei benachbarte 

Punkte verbinden und an den Rändern glatt in den nächsten Splineabschnitt übergehen. 

 

Abbildung 4 

Es wird somit nicht angestrebt, alle ὲ ρ Punkte durch eine einzige Polynomfunktion höheren Grades zu 

verbinden, was unter Umständen zu ungewollten Kurvenoszillationen führen kann. 

Kubische Splines 
Für die Splineabschnitte werden üblicherweise Polynomfunktionen maximal σ.Grades verwendet, 

sogenannte kubische Splines. 

ί ὼ ὥ ὦὼ ὧὼ Ὠὼ  ȟ ὥȟὦȟὧȟὨɴײᴙ 

Damit stehen bereits vielfältige Formen zur Verfügung. Liegen etliche Punkte auf einer geraden Linie, 

dann sind ὧ und Ὠ gleich Null. Durch die Beschränkung auf kubische Splines wird die Komplexität in 

Grenzen gehalten. (Abbildung 5) 

 

Abbildung 5 

Notationen 

 

Anzahl der Abschnitte ίȟȣȟί  Χ ὲ 

Anzahl der Stützpunkte ὖȟȣȟὖ Χ ὲ ρ 

Anzahl der Übergänge Χ ὲ ρ 
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Geometrische Stetigkeit 
Die sogenannte geometrische Stetigkeit beschreibt, wie gut die einzelnen Abschnitte ί an den 

Kontaktstellen zueinanderpassen. 

 

Abbildung 6 

Definition (Differentiationsklassen) 

ὅ  Stetigkeit: Die Kurven haben Kontakt: ί ὼ ί ὼ  

ὅ  Stetigkeit: Die Kurven haben Kontakt und gleichen Anstieg: ὅ  ᷈ίᴂ ὼ ίᴂὼ  

ὅ  Stetigkeit: Die Kurven haben Kontakt, Anstieg und Krümmung gleich: ὅ  ᷈ίᴂᴂ ὼ ίᴂᴂὼ  

Der letzte Punkt in Abbildung 6 ist nicht ὅ -stetig, da die Kurven dort abrupt die Krümmung ändern. Die 

Lenkung eines Autos müsste augenblicklich von links nach rechts springen.  

Die Spline-Segmente ίk ὼ 
Die gesuchte Splinefunktion Ὓ ist abschnittsweise, in ὲ Segmente ί unterteilt, definiert. 

Ὓὼȡ  ὥ ȟὦɴײᴙᴼᴙ 

ὼO
ί ὼ ὼ ὥ ȟὼ
ể ể

ί ὼ ὼ  ȟὼ ὦ
 

Die Bedingungen 

Kubische Splinefunktionen ί ὼ ὥ ὦ ὼ ὧ ὼ Ὠ ὼ haben je Teilsegment 4 zu bestimmende 

Koeffizienten ( ὥȟὦȟὧȟὨ ).  

Folgende Bedingungen sind dabei zu erfüllen: 

Für jedes Segment gilt: 

ὖɴײί 

ὖ ɴײί 

ί ὖ ί ὖ  

ί ὖ ί ὖ  

ίᴂὖ ίᴂ ὖ  

 

 

ὅ -Stetigkeit 

ὅ-Stetigkeit 

ὅ -Stetigkeit  
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Bei ὲ Abschnitten sind das ὲ ρ Stützpunkte und ὲ ρ innere Punkte (Übergänge). Jeder innere Punkt 

erfüllt 2 Funktionsgleichungen (ί und ί ), sowie 1 Übergangsbedingung (ί ί ). Die Endpunkte 

erfüllen je eine Funktionsgleichung (ί und ί ).  

Zusammen ergibt das für die zu bestimmenden τὲ Koeffizienten 

ὲ ρ
 

ẗτ ς   τὲ ς 

Bestimmungsgleichungen.  

Für die fehlenden 2 Gleichungen können gewisse Randbedingungen herangezogen werden, wie z.B. 

Steigung oder Krümmung des Splines [ ί ὖ  ȟί ὖ  oder ί ὖ ȟίᴂὖ  ]. 

Beispiel 1 

Gegeben ist das Intervall π ȟρυ mit den Stützpunkten ὖ bis ὖ (siehe Abbildung). Gesucht ist eine 

kubische Splinekurve S. 

 
Abbildung 7 

Die Gleichungen:  

ί ὼ ὥ ὦ ὼ ὧ ὼ Ὠ ὼ 

ί ὼ ὦ ςὧ ὼ σὨ ὼ 

ίᴂᴂὼ ςὧ φὨ ὼ 

ί π ὥ ὦ π ὧ π Ὠ π ρ 

ί υ ὥ ὦ υ ὧ υ Ὠ υ σ 

ίυ ὥ ὦ υ ὧ υ Ὠ υ σ 

ίρπ ὥ ὦ ρπὧ ρπ Ὠ ρπ σ 

ί ρπ ὥ ὦ ρπὧ ρπ Ὠ ρπ σ 

ί ρυ ὥ ὦ ρυὧ ρυ Ὠ ρυ ω 

ί υ ίυ ὦ ςὧ υ σὨ υ ὦ ςὧ υ σὨ υ 

ίρπ ί ρπ ὦ ςὧ ρπσὨ ρπ ὦ ςὧ ρπσὨ ρπ 

ί υ ί υ ςὧ σὨ υ ςὧ σὨ υ 

ί ρπ ί ρπ ςὧ σὨ ρπ ςὧ σὨ ρπ 

Randbedingungen: ί π π und ί ρυ σȟσ 

Siehe auch Tabelle 1! 
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Tabelle 

 a0 b0 c0 d0 a1 b1 c1 d1 a2 b2 c2 d2  

P0  s0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 1 

P1  s0 1 5 25 125 0 0 0 0 0 0 0 0 = 3 

P1  s1 0 0 0 0 1 5 25 125 0 0 0 0 = 3 

P2  s1 0 0 0 0 1 10 100 1000 0 0 0 0 = 3 

P2  s3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 10 100 1000 = 3 

P3  s3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 15 225 3375 = 9 

P1  s0' = s1' 0 1 10 75 0 -1 -10 -75 0 0 0 0 = 0 

P2  s1' = s2' 0 0 0 0 0 1 20 300 0 -1 -20 -300 = 0 

P1  s0'' = s1'' 0 0 2 30 0 0 -2 -30 0 0 0 0 = 0 

P2  s1'' = s2'' 0 0 0 0 0 0 2 60 0 0 -2 -60 = 0 

? Randbed. P0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0 

? Randbed. P3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 675 = 3,3 

Tabelle 1 

5ŀǎ ŜǊƎƛōǘ Ŝƛƴ мн Ȅ мн-Gleichungssystem, die Koeffizienten-Matrix ist leicht schattiert. In ein 

entsprechendes Lösungstool eingesetzt (online oder siehe beigefügte Excel-Datei) ergibt die Lösung 

ὛὼḊ  ὥ ȟὦɴײᴙᴼᴙ 

               ὼO

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứί ὼ ρ

ω

υπ
ὼ

ρ

υπ
ὼ π ȟυ

ίὼ σ
ρς

υ
ὼ

σ

ρπ
ὼ

σ

ςυπ
ὼ υ ȟρπ

ί ὼ ςχ
τψ

υ
ὼ
υρ

υπ
ὼ

ω

ςυπ
ὼ ρπ ȟρυ

  

bzw.        ὛὼḊ  ὥ ȟὦɴײᴙᴼᴙ 

                    ὼO

ί ὼ ρ πȟρψὼ πȟπςὼ π ȟυ

ίὼ σ ςȟτὼ πȟσὼ πȟρςὼ υ ȟρπ

ί ὼ ςχωȟφὼ ρȟπςὼ πȟπσφὼ ρπ ȟρυ

  

 
Abbildung 8 
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Quadratische Splines 
Bei quadratischen Splines sind die Teilfunktionen Parabeln.  

ί ὼ ὥ ὦ ὼ ὧ ὼ 

ί ὼ ὦ ςὧ ὼ 

Dabei kann für den zusammengesetzten Spline zwar ὅ - und ὅ- Stetigkeit erzielt werden, aber nicht 

mehr ὅ - Stetigkeit, da die Krümmung hier von den Stützpunkten unabhängig ist ( ί ὼ ςὧ ) 

Für die zu bestimmenden σὲ Koeffizienten erhält man 

ὲ ρ
 

ẗσ ς σὲ ρ 

Gleichungen, also bleibt noch 1 frei wählbare (Randbedingung etc.) übrig. 

Beispiel 2 

Gegeben ist das Intervall π ȟρυ mit den Stützpunkten ὖ bis ὖ aus Beispiel 1. Gesucht ist eine 

quadratische Splinekurve S. 

Die Gleichungen:  

ί ὼ ὥ ὦ ὼ ὧ ὼ 

ί ὼ ὦ ςὧ ὼ 

ί π ὥ ὦ π ὧ π ρ 

ί υ ὥ ὦ υ ὧ υ σ 

ίυ ὥ ὦ υ ὧ υ σ 

ίρπ ὥ ὦ ρπὧ ρπ σ 

ί ρπ ὥ ὦ ρπὧ ρπ σ 

ί ρυ ὥ ὦ ρυὧ ρυ ω 

ί υ ίυ ὦ ςὧ υ ὦ ςὧ υ 

ίρπ ί ρπ ὦ ςὧ ρπ ὦ ςὧ ρπ 

Randbedingung: ί π Â ςÃ π π  

 
ὛὼḊ  ὥ ȟὦɴײᴙᴼᴙ 

         ὼO

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứί ὼ ρ

ς

ςυ
ὼ π ȟυ

ίὼ υ
ρς

υ
ὼ

τ

ςυ
ὼ υ ȟρπ

ί ὼ υρ
ττ

υ
ὼ
ς

υ
ὼ ρπ ȟρυ

 

 

 

Abbildung 9 
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Aufgaben 
Gegeben ist Abbildung 10. Sie zeigt ein stilisiertes α f  άΣ ōŜǎǘŜƘŜƴŘ ŀǳǎ ŘŜƴ ōŜƛŘŜƴ !ōǎŎƘƴƛǘǘŜƴ ί und ί.  

a) Ermittle die Bestimmungsgleichungen und trag die fehlenden Werte in Tabelle 2 ein. 

b) Berechne den zugehörenden Spline durch Lösen des Gleichungssystems mit entsprechendem 

Tool! 

 

Abbildung 10 

 

 a0 b0 c0  d0 a1 b1 c1  d1  

P0  s0          

P1  s0 1 1 1 1 0 0 0 0 3 

P1  s1          

P2  s1 0 0 0 0 1 2 4 8 5 

P1  s0' = s1' 0 1 2 3 0 -1 -2 -3 0 

P1  s0'' = s1''          

? Randbed. P 0          

? Randbed. P 2 0 0 0 0 0 1 4 12 0 

Tabelle 2 

Lösung: ίὼ  ὼ  ὼ  |  ίὼ ς φὼ ὼ ὼ 

 

  

a0 b0 c0 d0 a1 b1 c1 d1

I P0  s0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

I I P1  s0 1 1 1 1 0 0 0 0 3

I I I P1  s1 0 0 0 0 1 1 1 1 3

IV P2  s1 0 0 0 0 1 2 4 8 5

V P1  s0' = s1' 0 1 2 3 0 -1 -2 -3 0

VI P1  s0'' = s1'' 0 0 2 6 0 0 -2 -6 0

VII ? Randbed. P 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

VII I ? Randbed. P 2 0 0 0 0 0 1 4 12 0

 A1  
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Rekonstruiere den Schwung der Augenbraue durch kubische Splines! 

 

Abbildung 11: ╟ ȟ    ╟ ȟ    ╟ ȟ  , ▼ ╟  Ƞ  ▼ ╟ ȟ 

Lösung:  
ίὼ ςσ Ⱦ ω   τ Ⱦ ω ὼ  ρ Ⱦ σφ ὼό  ρ Ⱦ σφ ὼύ  
 ίὼ ρπωσ Ⱦ τσς  ςυ Ⱦ τψ ὼ  χ Ⱦ ρττ ὼό  ρ Ⱦ τσς ὼύ 

 

Modelliere den dargestellten Teil des Unterarms mit kubischen Splines! (Siehe Abbildung) 

a) Ermittle die erweiterte Matrix der Bestimmungsgleichungen 

b) Ermittle gegebenenfalls auch die Splinefunktionen! 

 

Abbildung 12: Runner ═ Ȣ ȟȢ    ║ Ȣ ȟȢ    ╒ Ȣ ȟȢ    ╓ Ȣ ȟȢ   ▼ ╟ Ȣ Ƞ  ▼ ╟ Ȣ 

a0 b0 c0  d0 a1 b1 c1  d1 a2 b2 c2  d2   

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

 

Lösung: 

 
[-202369/600+73309/749 x+ -2737/300 x^2+ 67/240 x^3  | 26074/63 + -19457/209 x+2443/346 x^2+ - 34/191 x^3 | -69441/160+16411/160 x+ -2501/313 x^2+ 21/101 x^3 ] 

  

a0 b0 c0 d0 a1 b1 c1 d1 a2 b2 c2 d2

P0  s0 1 11 121 1331 0 0 0 0 0 0 0 0 7

P1  s0 1 11,8 139,24 1643,032 0 0 0 0 0 0 0 0 6

P1  s1 0 0 0 0 1 11,8 139,24 1643,032 0 0 0 0 6

P2  s1 0 0 0 0 1 13 169 2197 0 0 0 0 5,8

P2  s3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 13 169 2197 5,8

P3  s3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 15 225 3375 8,4

P1  s0' = s1' 0 1 23,6 417,72 0 -1 -23,6 -417,72 0 0 0 0 0

P2  s1' = s2' 0 0 0 0 0 1 26 507 0 -1 -26 -507 0

P1  s0'' = s1'' 0 0 2 70,8 0 0 -2 -70,8 0 0 0 0 0

P2  s1'' = s2'' 0 0 0 0 0 0 2 78 0 0 -2 -78 0

? Randbed. P 0 0 1 22 363 0 0 0 0 0 0 0 0 -1,5

? Randbed. P 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 675 3,2

 A2  

 A3  
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APPROXIMATION MIT SPLINES 
Abbildung 13 zeigt einen approximierenden Spline. Approximierend insofern, als die Kurve nicht exakt 

durch die Punkte verläuft, sondern etwas gedämpft (ausgleichend) dazwischen. Man spricht auch nicht 

mehr von Stützpunkten, sondern von Kontrollpunkten ὖ. 

Wir beschränken uns vorerst auf quadratische B-Splines (Polynomgrad ὴ ς). 

Sie sind neben den kubischen B-Splines üblich, da sie glatte Kurven bei vertretbarem Rechenaufwand 

ergeben.  

 

Abbildung 13 a)  geklemmter Spline    b)  offener Spline 

Die Splinekurve entsteht jetzt wieder durch Zusammensetzung von Kurvensegmenten ί, die sich hier 

aber nicht durch einfaches aneinanderreihen ergeben, sondern durch Überlagerung von Basis-Splines (B-

Splines). Dabei unterscheidet man offene Splines von geklemmten Splines. Bei Letzteren verlangt man 

einen exakten Verlauf durch Anfangs- und Endpunkt. Bei offenen Splines werden hingegen Anfangs- und 

Endabschnitt weggelassen.  

Ein Punkt der Splinekurve errechnet sich aus dem Zusammenspiel mehrerer Kontrollpunkte seiner 

unmittelbaren Umgebung! 

Beispiel 

Fehler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werden. zeigt die Berechnung eines Splinepunktes ὢ als 

Kombination der benachbart gegebenen Punkte, in diesem Fall ὖȟὖ und ὖ :   ὖ τ ȟρȢτ   ὖ

υ ȟρȢς   ὖ φ ȟρȢψ      ὢ τȢω ȟȩ 

 
Abbildung 14 

Dazu wird jedem Datenwert (Kontrollpunkt ὖ) sogenannten Basis-Splines (B-Splines)   ὔ ὼ oder 

kurz ὔ ὼ in Form einer αDƭƻŎƪŜƴƪǳǊǾŜά όauf sie wird extra noch eingegangen) zugeordnet.  
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Sie haben an der Stelle des Kontrollpunktes ihr Maximum und überlappen sich mit den benachbarten 

B-Splines . 

Die Abbildung zeigt die Situation an der Stelle ὼ τȟω. Dort hat ὔ  noch einen Wert von 0.18, ὔ  πȢχψ 

und ὔ  einen Wert von 0.08. 

Das heißt, der Splinepunkt ὢ berechnet sich als Kombination von ρψϷ ὖ, 74% ὖ und nur ψϷ ὖ. 

  ὢ  18% ὖ   +   74% ὖ   +   8% ὖ   |    Вὔ τȢω ρ ρππϷ!   

ὛτȢω ὔ ὼẗὖ πȢρψ

Ȣ

ẗὖ πȢχτ

Ȣ

ẗὖ πȢπψ

Ȣ

ẗὖ  

πȢρψẗ
τ
ρȢτ

πȢχτẗ
υ
ρȢς

πȢπψẗ
φ
ρȢψ

τȢω
ρȢςψτ

ᴼὢτȢω ȟρȢσ 

Für die gesuchte Splinefunktion Ὓ, die die Messdatenkurve sanft (smooth) approximieren soll, gilt 

Ὓὼ ὔ ὼẗὖ Ȣ 

Die Summe kann immer den gesamten Definitionsbereich umfassen, da an besagter Stelle ὼ immer nur σ benachbarte Basis-Splines einen 

Wert ungleich Null annehmen. 

Die B-Spline-Basisfunktion ὔQ ὼ für quadratische Splines 

Knotenvektor 

Die ὼ-Achse wird in Abschnitte ὼȟὼ  unterteilt. Die Abschnittsgrenzen heißen Knoten ὼ (ZeichenÈ) 

und werden im Knotenvektor Ⱪ ὼȟὼȟȣȟὼ  zusammengefasst. 

Ein Spline und der zughörige Knotenvektor heißen uniform, wenn die Knoten äquidistante Abstände 

Ὤ ὼ ὼ aufweisen.  

Basisfunktion ὔ  

Definit ion (Basisfunktion ὔ ὼ zum Basis-Knotenvektor Ⱪ) 

Der Knotenvektor ist 

Ⱪ ὼ πȟρȟςȟσ ὼ  

Die Basisfunktion ὔ ὼ ist definiert als 

ὔ ὼḧ

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứὲ ȟ ὼ

ρ

ς
ὼ π ȟρ

ὲ ȟ ὼ
ρ

ς
ςὼ φὼ σ ρ ȟς

ὲ ȟ ὼ
ρ

ς
ὼ φὼ ω ς ȟσ

                             π ίέὲίὸ

 

(Siehe        Abbildung 15) 
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Die Basisfunktion ὔ  setzt sich somit aus drei quadratischen Polynomen ὲ ȟ  zusammen und hat als 

sogenannten Träger lediglich das Knotenintervall π ȟσ, da sie nur dort ungleich null ist. 

  
       Abbildung 15 

Offene B-Spline-Kurven 

Beispiel ς Messdaten 
Kontrollpunkte ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  ╟  

Knoten (ὼ) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Datenwerte (Ὠ) 6.0 5.0 4.0 5.0 3.0 2.0 5.0 4.0 5.0 4.0 

 
Abbildung 16 a) b) 

 

Jedem Kontrollpunkt ὖ wird gemäß Abbildung 14 ein Gewichtungs-B-Spline ὔ ὼ zugeordnet.  

Die die Messdaten approximierende Splinekurve ergibt sich dann durch 

Ὓὼ ὔ ὼ ὖ ὔ ὼẗὖ ὔ ὼẗὖ Ễ ὔ ὼẗὖ 

Dabei sind die einzelnen Gewichtsfunktionen untereinander Kopien (Abbildung 17) 

ὔ ὼ ὔ ὼ Ὤ 

mit ὼ ὼ Ὤ. Sie leiten sich alle, sofern es sich um quadratische B-Splines handelt, von der 

Basisfunktion ╝╠● her, die in Abbildung 17 strichliert eingezeichnet ist.  

═▪◑╪▐■ ▀▄► ╚▪▫◄▄▪ ά ρ  ὃὲᾀὥὬὰ ὨὩὶ ὖόὲὯὸὩ ὴ ρ ὲ ρ ὴ ρ ὲ ὴ ς 
















